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 ВВЕДЕНИЕ 

Вторая часть пособия посвящена анализу линейных стационарных 
систем.  

Для анализа необходимо располагать различными моделями отдель-
ных звеньев и систем управления, их частотными характеристиками, 
уметь определять устойчивость замкнутых систем, используя различные 
критерии. САР должна обладать достаточной точностью в статических и 
динамических режимах и иметь хорошие показатели качества переходных 
процессов. Нередко на систему действуют случайные возмущения и про-
цессы, происходящие в системах, также являются случайными. Этим сис-
темам также уделено внимание в пособии.  Структура пособия полностью 
соответствует плану практических и самостоятельных занятий по дисцип-
лине «Теория автоматического управления» направления подготовки 
220700.62. 

Первое занятие посвящено созданию и взаимному преобразованию в 
Matlab моделей линейных стационарных систем.  Рассматриваются четыре 
вида моделей. Изложение сопровождается примерами с привлечением вы-
числительных средств программы Matlab. 

На втором и третьем занятиях изучаются свойства некоторых типо-
вых звеньев во временной и частотной областях. Большое внимание уде-
лено логарифмическим частотным характеристикам, знание которых  не-
обходимо при решении задач как анализа, так и синтеза. 

Четвертое занятие посвящено алгебраическим и частотным критери-
ям устойчивости. Особенно удобным является критерий устойчивости 
Найквиста, позволяющий использовать диаграммы Боде. 

В пятом занятии рассматриваются вопросы относительной устойчи-
вости и вводятся понятия запасов устойчивости. 

На шестом занятии изучается корневой годограф, широко приме-
няемый во многих задачах анализа и синтеза САР.   

На  седьмом занятиях изучаются вопросы статической и динамиче-
ской точности САР.   

На восьмом и девятом занятиях рассматриваются случайные процес-
сы и их характеристики, а также реакция линейной САР на случайные 
воздействия. 

Десятое занятие логически завершает курс анализа линейных систем 
регулирования. На нем определяются прямые и косвенные показатели ка-
чества переходных процессов замкнутой САР. 

Материалы для всех занятий включают задания для самостоятельной 
работы по темам занятий. 
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1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
УПРАВЛЕНИЯ 

1.1. Теоретические сведения и примеры 

Анализ и синтез систем автоматического управления производятся с 
помощью их математических моделей. Основным видом модели в совре-
менной теории управления является модель в пространстве состояний 
(state space), которую для краткости будем называть SS моделью. Исполь-
зуются также и другие виды моделей.  

Для получения SS модели  системы управления, представленной 
структурной схемой, можно предложить два способа:  

1) построение схем моделирования отдельных звеньев, входящих в 
структурную схему, соединение их между собой и запись уравнений SS 
модели;  

2) определение передаточной функции системы c использованием 
правил преобразования структурных схем, составление по ПФ схемы  мо-
делирования системы тем или иным методом (например, методом прямого 
программирования) и запись уравнений SS модели.   

Первый способ дает уравнения в реальных физических переменных 
состояния, второй – в «виртуальных» переменных. В данной работе ис-
пользуется первый способ.  

В пакете  Control System Toolbox (CST) программы MATLAB линей-
ные модели могут быть представлены в четырех формах: 

SS (state space) – модель в пространстве состояний; 
TF (transfer function) – модель в виде передаточных функций; 
ZPK (zeros, poles, K) – модель, заданная нулями, полюсами и мас-

штабными коэффициентами передаточных функций системы; 
FRD (frequency response data) – модель, заданная комплексно-

частотными характеристиками. 
SS модель  создается функцией ss по известным матрицам: 
sys = ss(a,b,c,d). 
TF модель можно создать двумя способами: 
– применяя функцию tf;  
– записав передаточные функции в виде отношения двух полиномов 

переменной Лапласа p (или s).  
Создание модели с помощью функции tf производится следующим 

образом: 
W = tf(num, den), 

где num и den  –  в общем случае массивы ячеек (cell arrays), содержащие 
вектора коэффициентов полиномов числителей и знаменателей ПФ всех 
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каналов системы в порядке убывания степеней. В случае одномерной сис-
темы num и den – «обычные» вектора коэффициентов (double). 

Создание модели вторым способом включает следующие операции: 
а) определение переменной p (или s) как специальной TF модели: 

p = tf('p'), 

б) введение ПФ в виде отношения двух полиномов, например 

W = 1/(p+1).  

ZPK модель также можно создать двумя способами: 
– применяя функцию zpk;  
– записав передаточные функции в виде отношения двух полиномов 

вида 

 

   
   .)(

1

1

n

m

zppp

zpzp
kpW









 
Создание модели с помощью функции zpk производится следую-

щим образом: 

W = zpk(z,p,k), 

где z и p –  в общем случае  массивы ячеек (cell arrays), содержащие век-
тора нулей и полюсов ПФ всех каналов системы, а k – «обычный» (double) 
массив коэффициентов всех каналов. В случае одномерной системы z и p 
– «обычные» вектора (double), а k  –  скаляр. 

Создание модели вторым способом включает следующие операции: 
а) определение переменной p (или s) как специальной ZPK модели: 

p = zpk('p'), 

б) введение ПФ в виде отношения двух полиномов.  
FRD модель описывает систему в частотной области. 
Исходными данными для создания FRD модели являются SS, TF или 

ZPK модели и массив частот: 
H=tf(num,den); %Исходная модель 
w=[1,2,5,10]; %массив частот 
H1=frd(H,w) %FRD модель 
Для формирования массива частот в нужном диапазоне можно ис-

пользовать  функцию linspace, которая позволяет задать равномерное 
распределение точек на равномерной шкале. Она подобна оператору двое-
точие «:», но позволяет контролировать число точек. 

 Вызов w=linspace(a,b) генерирует вектор-строку w из 100 то-
чек (по умолчанию), линейно распределенных между a и b, включая и эти 
точки. 
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Вызов w=linspace(a,b,n) генерирует вектор-строку w из n то-
чек, линейно распределенных между a и b, включая и эти точки. 

В ряде случаев требуется логарифмическая шкала частот. Для ее 
формирования можно воспользоваться функцией logspace. 

Вызов w=logspace(a,b) генерирует вектор-строку w из 50 лога-

рифимчески распределенных точек между декадами a10  и b10 . 
Вызов w=logspace(a,b,n) генерирует n точек между декадами 

a10  и b10 . 
Модели SS, TF и ZPK взаимно преобразуемы, модель FRD можно 

получить из любой модели. 
На рис. 1.1 представлена схема, показывающая связи между матема-

тическими моделями пакета CST. 

 
Рис. 1.1. Схема преобразования моделей в пакете CST 

Переход от одной формы модели к другой осуществляется соответ-
ствующими функциями: 

h1=ss(A,B,C,D) %Создание SS модели 
h2=tf(h1)  %Переход от SS модели к TF модели 
h3=zpk(h1) %Переход от SS модели к ZPK модели 
h3=zpk(h2) %Переход от TF модели к ZPK модели 
Пример 1.1. Задана структурная схема управления (рис. 1.2). Соста-

вить SS модель замкнутой системы управления.   
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Рис. 1.2. Структурная схема системы к примеру 1.1 

Передаточные функции звеньев: 

5

10
)(1 


p
pW ;  

1008

200
)(

22 


pp
pW ;  

p
pW

1
)(3  . 

Решение.  
1) Составление схемы моделирования системы управления.  
Схемы моделирования апериодического и колебательного звеньев, 

полученные методом прямого программирования [1, с.48], представлены 
на рис. 1.3 и 1.4.  

p

1

 
Рис. 1.3. Схема моделирования апериодического звена 

 
Рис. 1.4. Схема моделирования колебательного звена 

Используем эти схемы для получения схемы моделирования замкну-
той САУ. 

Объединим две схемы, введем единичную обратную связь и расста-
вим переменные состояния: выходному сигналу каждого интегратора со-
ответствует переменная состояния, входному – ее первая производная. В 
результате получаем схему моделирования (рис. 1.5).  
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p

1

Рис. 1.5. Схема моделирования замкнутой САУ 

2) Запись уравнений модели в пространстве состояний. 
Уравнения состояния и выхода примут вид: 





















).()(

);()(5)()(

);(10)(8)(100)(

);()(

);(200)(

1

414

4323

32

21

txty

tgtxtxtx

txtxtxtx

txtx

txtx









 
Матрицы модели: 

A=






















5001

1081000

0100

002000

;  B=



















1

0

0

0

;  C  0001 ;  D = 0. 

3) Определение передаточной функции по матрицам SS модели. 
Для нахождения ПФ воспользуемся формулой 

T(p)= . 

Составим вначале матрицу (pЕ–A): 

 

























5001

1081000

010

00200

p

p

p

p

. 

Запишем союзную матрицу   AEp . 
Последовательность действий для получения союзной матрицы 

включает: 
– нахождение алгебраических дополнений элементов исходной мат-

рицы  AEp ; 

D
AE

BAEC



 

)det(

)(

p

p

 )( AEp



 11

– составление из этих дополнений новой матрицы и ее транспониро-
вание.  

Напомним, что для получения алгебраического дополнения ij эле-

мента aij нужно из квадратной матрицы размерами n×n вычеркнуть i-ю 
строку и j-столбец, составить из оставшихся  элементов матрицу размера-
ми (n – 1)×(n – 1), найти ее определитель и умножить его на (–1)i+j. 

Вычисление союзной матрицы для систем высокого порядка в об-
щем случае является трудоемкой задачей. Однако часто структуры матриц 
B и С таковы, что для определения числителя передаточной функции тре-
буется знать не все элементы союзной матрицы, а только некоторые из 
них. 

Запишем союзную матрицу для системы четвертого порядка в об-
щем виде: 
























 

44342414

43332313

42322212

41312111

)( AEp . 

Перемножим матрицы, стоящие в числителе формулы для ПФ: 

  .

1

0

0

0

0001)( 41

44342414

43332313

42322212

41312111


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

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






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





















 BAEC p  

Таким образом, в нашем случае требуется найти только один эле-
мент союзной матрицы: 

 2000

108100

01

00200

)1( 14
41 





















 

p

p . 

Найдем определитель матрицы (pЕ–A). С этой целью воспользуемся 
методом разложения определителя по элементам любого ряда (строки или 
столбца): определитель n-го порядка, соответствующий некоторой матри-
це (размерами n×n), равен сумме парных произведений элементов любого 
ряда этой матрицы на их алгебраические дополнения. Для упрощения рас-
чета нужно выбирать ряд, содержащий как можно больше нулей.  

Найдем определитель матрицы (pЕ–A), раскладывая его по элементам 
первой строки: 

1211 200)det(  pp AE . 
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Здесь 

 
    

;50014013

510058

500

108100

01

)1(

23
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501

1080
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)1( 21
12 





















 
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Следовательно: 

 
.200050014013

1020050014013)det(
234

23





pppp

ppppp AE
 

Передаточная функция системы: 

.
200050014013

2000

)det(
)(

234
41








ppppp

pT
AE  

Проверим правильность составления SS модели в Simulink. Для это-
го соберем две схемы моделирования, используя образцовую модель (мо-
дель в виде структурной схемы) и SS модель. Сравним полученные пере-
ходные характеристики на выходах моделей, подавая их на один осцилло-
граф, рис. 1.6. 

 
Рис. 1.6. Схема для опытной проверки результата моделирования 

В результате получим одинаковые переходные характеристики. 
4) Создание в MATLAB моделей системы. 
% Создание SS модели 
% матрицы модели 
A=[0 200 0 0;0 0 1 0;0 -100 -8 10;-1 0 0 -5]; 
B=[0;0;0;1];C=[1 0 0 0];D=0; 

Transfer Fcn 2

1

s

Transfer Fcn 1

2

0.01s  +0.08s+12

Transfer Fcn

2

0.2s+1
Step

State -Space

x' = Ax+Bu
 y = Cx+Du

Scope
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Tss=ss(A,B,C,D) 
>>SS модель замкнутой системы 
a =  
        x1   x2   x3   x4 
   x1    0  200    0    0 
   x2    0    0    1    0 
   x3    0 -100   -8   10 
   x4   -1    0    0   -5 
 b =  
       u1 
   x1   0 
   x2   0 
   x3   0 
   x4   1 
 c =  
       x1  x2  x3  x4 
   y1   1   0   0   0 
 d =  
       u1 
   y1   0 
% Создание TF модели  
% первый способ 

num=2000;den=[1 13 140 500 2000]; 
T=tf(num,den) 

>> Transfer function: 
                2000 
------------------------------------- 
s^4 + 13 s^3 + 140 s^2 + 500 s + 2000 
% второй способ   
    s=tf('s'); 
    Ts=2000/(s^4+13*s^3+140*s^2+500*s+2000) 
>> Transfer function: 
                2000 
------------------------------------- 
s^4 + 13 s^3 + 140 s^2 + 500 s + 2000 
% Создание ZPK модели  
% нули и полюса ПФ замкнутой системы 

Z=zero(T), P=pole(T) 
>>Z = 
   Empty matrix: 0-by-1 
P = 
  -4.9231 + 7.8320i 
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  -4.9231 - 7.8320i 
  -1.5769 + 4.5699i 
  -1.5769 - 4.5699i 
% Масштабный коэффициент ПФ замкнутой системы 

K=2000 
% первый способ 

Tzpk=zpk(Z,P,K) 
>>Zero/pole/gain: 
                    2000 
--------------------------------------------- 
(s^2 + 3.154s + 23.37) (s^2 + 9.846s + 85.58) 
% второй способ   

s=zpk('s'); 
Tzpk=2000/(s^4+13*s^3+140*s^2+500*s+2000) 

>>Zero/pole/gain: 
                    2000 
--------------------------------------------- 
(s^2 + 3.154s + 23.37) (s^2 + 9.846s + 85.58) 
% Создание FRD модели  
w=linspace(0,8,9);  
  disp('FRD модель из SS модели') 
  Hf_ss=frd(Hss,w) 
  disp('FRD модель из TF модели') 
  Hf_tf=frd(T,w) 
  disp('FRD модель из ZPK модели') 
  Hf_zpk=frd(Hz,w) 
Все преобразования по получению FRD модели дают один и тот же 

результат, а именно: 
>> Frequency(rad/s)         Response     
  ----------------         --------     
          0            1.0000 + 0.0000i 
          1            1.0058 - 0.2632i 
          2            0.9963 - 0.6131i 
          3            0.8234 - 1.1523i 
          4            0.0235 - 1.7120i 
          5           -1.1429 - 1.1429i 
          6           -1.1331 - 0.1247i 
          7           -0.7060 + 0.2753i 
          8           -0.3754 + 0.3482i 
 



 15

1.2. Задание 

Дана структурная схема САУ с единичной обратной связью (рис. 
1.7). 

 
Рис. 1.7. Структурная схема замкнутой системы 

Передаточные функции звеньев: 

1
)(

1

1
1 


pT

k
pW , 

12
)(

22
22

2

2
0 


pTpT

k
pW , 1K , 

где 
0

0
1 a

b
k  ,    

0

0
2 a

b
k  ,   

0
1

1

a
T  ,    

0
2

1

a
T  ,   

0

1
2

2 a

a
 . 

Значения коэффициентов a0, a1 и b0 берутся из таблицы 1.1. 

Таблица 1.1. Таблица коэффициентов полиномов 

№ варианта b0 a1 a0 

1 72 4 36 
2 450 16 300 
3 1100 20 550 
4 1500 28 750 
5 1350 34 900 
6 165 7 55 
7 120 6 80 
8 450 12 225 
9 750 18 500 
10 210 7 105 
11 520 14 260 
12 800 10 450 
13 1050 26 700 
14 1200 30 800 
15 396 8 132 
16 600 16 400 
17 900 22 600 
18 320 9 160 
19 750 14 300 
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№ варианта b0 a1 a0 

20 350 8 175 
21 520 12 260 
22 1300 24 650 
23 280 10 190 
24 1700 32 850 
25 330 12  215 
26 400 20 200 
27 450 18 300 
28 600 24 400 

 
Требуется:  
1. Составить схему моделирования системы по схемам моделирова-

ния отдельных звеньев. Записать уравнения состояния и выхода, т.е. соз-
дать SS модель. С помощью SS модели получить ПФ (вручную и в 
Matlab). 

2. Проверить результаты создания SS и TF моделей, для чего:  
a. Ввести в MATLAB передаточную функцию замкнутой сис-

темы по её структурной схеме рис. 1.7; 
b.  Ввести в MATLAB модель в пространстве состояний и пре-

образовать её в передаточную функцию. 
3. Ответить на контрольные вопросы. 

1.3. Контрольные вопросы 

1. Какие исходные данные требуются для формирования модели в 
форме tf? 

2. Какие исходные данные требуются для формирования модели в 
форме zpk? 

3. Какие исходные данные требуются для формирования модели в 
форме ss? 

4. Как сформировать выходные сигналы модели, заданной в форме 
frd? 

5. Как получить модель в форме ss, если исходные данные заданы в 
форме tf? 

6. Как получить модель в форме ss, если исходные данные заданы в 
форме zpk? 
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2. ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТИПОВЫХ 
ЗВЕНЬЕВ 

2.1. Теоретические сведения 

2.1.1. Апериодическое звено 

Апериодическое звено (АЗ) описывается дифференциальным урав-
нением (ДУ) первого порядка 

)()(
)(

001 tubtya
dt

tdy
a  . 

ДУ в операторной форме:  

)()()( 001 pUbpYappYa   

или 

  )()( 001 pUbpYapa  . 

Передаточная функция звена (отношение операторных изображений 
выходной и входной величин): 

01

0

)(

)(
)(

apa

b

pU

pY
pW


 . 

Обычно передаточные функции (ПФ) звеньев записываются с нор-
мированными полиномами в знаменателе (полином знаменателя называ-
ется характеристическим полиномом), у которых свободный член равен 
единице. Такая форма ПФ называется типовой. Для апериодического зве-
на типовая ПФ имеет вид: 

11
)(

0

1

0

0







Tp

k

p
a

a
a

b

pW , (2.1) 

где 
0

1

a

a
T   – постоянная времени;  

0

0

a

b
k   – коэффициент передачи. 

ДУ также можно записать в нормированном виде: 

)()(
)(

tkuty
dt

tdy
T  . 
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Составим схему моделирования АЗ, записав его ДУ в виде уравне-
ния состояния (УС): 

)()(
1)(

tu
T

k
ty

Tdt

tdy
 . 

Схема моделирования приведена на рис. 2.1: 

p

1

 
Рис. 2.1. Схема моделирования апериодического звена 

Безынерционное звено с коэффициентом передачи 
T

k
 можно вклю-

чить и на выходе схемы. При этом поведение звена и его ПФ не изменят-
ся.  

Реакция АЗ на единичные функции 
Отклик звена на единичное ступенчатое воздействие (функцию Хе-

висайда) называют переходной характеристикой (ПХ).  
Операторное изображение переходной характеристики равно переда-

точной функции, деленной на оператор Лапласа: 

 
 .1

)(



Tpp

k

p

pW
pH

 
С помощью таблицы обратных преобразований Лапласа легко запи-

сать оригинал H(p): 














T

t

ekth 1)( .  

Отклик звена на единичный импульс (функцию Дирака) называют 
импульсной характеристикой (ИХ). 

Импульсная характеристика – это скорость изменения ПХ: 

T

t

e
T

k

dt

tdh
tw




)(
)( . 

Начальное и конечное значения ПХ и ИХ: 

0)(lim)0(
0




thh
t

; h() = kth
t




)(lim ; 
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T

k
tww

t



)(lim)0(

0
; 0)(lim)( 


tww

t
. 

Построим ПХ и ИХ апериодического звена при k = 2 и T = 0,2 на од-
ном графике. Так как конечное и начальное значения ИХ сильно отлича-
ются друг от друга, воспользуемся функцией plotyy, которая выводит 
графики в окно с двумя вертикальными осями: 

k=2; T=.2; 
t=0:0.001*T:4*T; 
h=k*(1-exp(-t./T)); w=k/T*exp(-t./T); 
plotyy(t,h,t,w),grid 
Вместо функции plotyy удобнее использовать файл-функцию 

createfigure.m, сгенерированный из окна редактора графиков [4]. Ре-
зультаты работы показаны на (рис. 2.2). 

k=2; T=.2; 
t=0:0.001*T:4*T; 
h=k*(1-exp(-t./T)); w=k/T*exp(-t./T); 
createfigure1_1v1(t, h, w) 

 
Рис. 2.2. Временные характеристики АЗ при k = 2 и T = 0,2  

Конечное значение ПХ равно коэффициенту передачи. 
Коэффициент передачи – это отношение установившихся значений 

выходного и входного сигналов. Для одномерной системы его можно оп-
ределить как значение ПФ при p = 0. Для многомерной системы с SS мо-
делью, заданной матрицами A, B, C, D, коэффициенты передачи каналов, 
связывающих входы и выходы системы, находятся по формуле: 

BCADK 1 . 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0
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h

t,c
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В MATLAB коэффициенты передачи определяются с помощью 
функции dcgain:  

W=tf(2,[0.2 1]) 
Transfer function: 
    2 
--------- 
0.2 s + 1 
k=dcgain(W) 
k =   2 
Реакция АЗ на линейно изменяющееся воздействие  
Изображение входного сигнала u(t) = t есть 1/p2, т.е. то U(p) = 1/p2. 

Тогда изображение реакции звена примет вид: 

    Tp

r

p

r

p

r

Tpp

Tk

Tpp

k

p

pW
pUpWpY

/1/1

/

1

)(
)()()( 32

2
1

222 






 . 

Определив ,1r  2r , ,3r  получим: 

Tp

kT

p

kT

p

k
pY

/1
)(

2 



 . 

Оригинал полученного изображения можно найти по таблицам [1, 
с.140]: 

T

t

kTekTktty


)( . 

Проверим решение  с помощью программы MATLAB: 
syms p Y k T 
Y=k/(p^2*(T*p+1)); 
y=ilaplace(Y) 
y = k*(t-T*(1-exp(-t/T))). 

 Построим графики входного и выходного сигналов, Рис. 2.3: 
k=2;T=0.2;t=0:0.005*T:5*T; 
y=k*(t-T*(1-exp(-t/T))); 
u=t; 
plot(t,y,'-k','LineWidth',2) 
hold on 
plot(t,u,'-k','LineWidth',2,'LineStyle','--') 
grid on 
ylabel('y(t), u(t)'),xlabel('t,c') 
legend('y(t)','u(t)',2);     



 21

  
Рис. 2.3. Реакция АЗ на линейное воздействие 

2.1.2. Колебательное звено 

Колебательное звено (КЗ) описывается ДУ второго порядка 

)()(
)()(

0012

2

2 tubtya
dt

tdy
a

dt

tyd
a  , 

корни характеристического уравнения которого являются комплексно-
сопряженными. 

ДУ в операторной форме:  

)()()()( 001
2

2 pUbpYappYapYpa   

или 

  )()( 001
2

2 pUbpYapapa  . 

Общий вид ПФ звена: 
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ПФ в нормированном виде: 
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1222
1
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
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TppT

k

p
a

a
p
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pW , 

где 
0

2

a

a
T   – постоянная времени;  

20

1

2 aa

a
  – коэффициент демпфирования; 

0

0

a

b
k  – коэффициент передачи. 

Коэффициент передачи k,  натуральную частоту ,
1

0 T
   коэффи-

циент демпфирования, полюса ПФ p и постоянную времени T можно най-
ти в MATLAB следующим образом: 

k=dcgain(sys) 
[w0,ksi,p]=damp(sys) 
T=1/w0 

Полюса передаточной функции – комплексно-сопряженные числа 
(коэффициент демпфирования меньше единицы 10  ): 




jj
T

j
T

p 


 2
00

2

2,1 1
1

. 

Составим схему моделирования колебательного звена, воспользо-
вавшись методом прямого программирования [1, с.48]. 

Разделим числитель и знаменатель ПФ на 22 pT : 

)(

)(
12

1
)(

2
2

1

2
2

pD

pN

p
T

p
T

p
T

k

pW 








.   

Введем вспомогательную функцию E(p). Она представляет собой 
произведение 

E(p)= )(
)(

1
pU

pD
 . 

В результате получим: 
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





   2

2
1 12

1)()()()( p
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p
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pEpDpEpU


; 

 )(
1

)(
2

)()( 2
2

1 pEp
T

pEp
T

pUpE  


.  

Если УС для фазовых переменных определяются только полиномом 
знаменателя ПФ, то уравнение выхода зависит от числителя ПФ. Для по-
лучения уравнения выхода представим изображение выходного сигнала в 
виде произведения вспомогательной функции E(p) на числитель переда-
точной функции W(p), рис. 2.4:  
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k
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Рис. 2.4. Схема моделирования КЗ 

Уравнения состояния и выхода запишутся в виде: 





















).()(

);()(
2

)(
1

)(

);()(

12

2122

21

tx
T

k
ty

tutx
T

tx
T

tx

txtx






 

Запишем матрицы SS модели: 

A=













TT

21
10

2
;  B= 








1

0
;  C 



 0

2T

k
;  D = 0. 

Реакция КЗ на единичные функции  
Переходная и импульсная характеристики определяются выраже-

ниями, полученными с помощью таблицы обратного преобразования Лап-
ласа [1, с.153]: 

 














  tekth t 2

02
1sin

1

1
1)( 0 , 
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
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
21

arctg  – начальная фаза свободной составляющей (зату-

хающих колебаний). 

Начальное и конечное значения ПХ и ИХ: 

  0)(lim)0(
0




thh
t

;   kthh
t




)(lim)( . 

  0)(lim)0(
0




tww
t

;   0)(lim)( 


tww
t

. 

Так как 
dt

tdh
tw

)(
)(  , то ИХ пересекает ось абсцисс в тех точках, в ко-

торых ПХ принимает максимальные значения. Типичные ПХ и ИХ коле-
бательного звена имеют вид, рис. 2.5, 2.6: 

 
Рис. 2.5. Переходная характеристика КЗ 

Tm – время достижения первого максимума; Ts – время установления. 
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Рис. 2.6. Импульсная характеристика КЗ 

Переходная характеристика колебательного звена демонстрирует 
некоторые показатели качества переходных процессов, используемые при 
оценке САР в целом. 

Максимальное значение переходной характеристики (Peak 
amplitude) – первый максимум переходной характеристики: 
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
m  – коэффициент колебательности – отноше-

ние модуля действительной части полюса к модулю мнимой части. 
Время достижения первого максимума: 
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Время установления Ts  или время переходного процесса (Settling 
Time) – интервал времени, по истечении которого отклонение переход-
ной характеристики от установившегося значения не превышает некото-
рого значения h : 
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hhh  )( . 

За это время выходной сигнал войдет в зону шириной 2Δh, приле-
гающую к установившемуся значению (final value), и далее будет ос-
таваться в пределах этой зоны. Значение Δh обычно принимают равным 

%5  или %2  от установившегося значения  kh )( . У системы второ-
го порядка ПХ входит в 5-процентную зону приблизительно за три посто-

янных времени τ огибающей переходной характеристики 










 T

0

1 , по-

этому  







T
Ts

33

0

. 

Вход в 2-процентную зону происходит приблизительно за четыре  
постоянных времени, в этом случае  







T
Ts

44

0

. 

В программе MATLAB по умолчанию принята 2-процентная зона. 
При необходимости получить 5-процентную зону нужно выбрать пункт 
Properties (свойства) из контекстного меню и в закладке 
Characteristics после ввода Show settling time within из-
менить число 2 на число 5. 

Максимальное относительное перерегулирование % 
(Overshoot)– процентное превышение установившегося значения h(): 

100
)(

)(
% 





h

hhm . 

Максимальное относительное перерегулирование определяется 
только коэффициентом демпфирования: 

 
100100100

1
%

21 


 






ee
k

kek m
m

. 

Время нарастания Tr  (Rise Time) – время, необходимое для изме-
нения ПХ от 10% до 90%  от ее установившегося значения. 

Основные показатели качества можно получить и на переходной ха-
рактеристике, полученной в MATLAB. Для этого нужно вызвать пункт 
Characteristics (характеристики) из контекстного меню.  В резуль-
тате будут показаны все показатели качества: Peak Response – первый 
максимум отклика, Settling Time – время переходного процесса, 
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Rise Time – время нарастания колебаний, Steady State – устано-
вившееся значение переходной характеристики. После щелчка по выбран-
ному показателю на кривой ПХ в соответствующем месте появляется 
жирная точка, подведение к которой курсора приводит к появлению пря-
моугольника со значением выбранного показателя.  Щелчок по этой точке 
приводит к фиксации прямоугольника на экране. В показателе Peak Re-
sponse приводится не только значение первого максимума и время его 
наступления, но и значение перерегулирования в %. 

Приведенные выше временные характеристики построены для звена 
с передаточной функцией 

2605,7

520
)(

2 


pp
pW , 

имеющей следующие параметры: 
W=tf(520,[1 7.5 260]) 
k=dcgain(W) 
 [w0,ksi,p]=damp(W) 
  T=1/w0 
>> k = 2 
 w0 = 
   16.1245 
   16.1245 
ksi = 
    0.2326 
    0.2326 
p = 
  -3.7500 +15.6824i 
  -3.7500 -15.6824i 

                                                       
T = 
    0.0620        0 

2326,0,062,0,2  ñTk  

Программа для построения ПХ: 

T=0.062;ksi=0.2326;k=2; 
W=tf(k,[T^2 2*T*ksi 1]); 
>> Transfer function: 
             2 
---------------------------- 
0.003844 s^2 + 0.02884 s + 1 
step(W),grid 
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Определим основные показатели переходной характеристики этого 
звена: 

 – коэффициент колебательности 

;2391,0
2326,01

2326,0

1 22











m   

– максимальное значение переходной характеристики 

    ;9436,2121 2391,0    eekh m
m  

– время достижения первого максимума 

;2,0
2326,01

062,0

1 22
















 T
Tm  

– время установления с 2-процентной зоной 

067,1
2326,0

062,044






T

Ts  с; 

– максимальное относительное перерегулирование %  

%2,47100100% 2391,0    ee m . 

Показатели, найденные расчетным путем, практически совпали с по-
казателями, указанными на ПХ (время установления отличается незначи-
тельно). 

Показатели Ts и h(), введенные для колебательного звена (ком-
плексно-сопряженные полюса ПФ), сохраняют тот же смысл и для апе-
риодического звена второго порядка (полюса ПФ действительные и раз-
ные) и для системы с критическим демпфированием (корни действитель-
ные и равные, ξ = 1). Что касается параметров hm, Tm и перерегулирования, 
то они в этих случаях смысла не имеют. 

Реакция КЗ на линейно изменяющееся воздействие  
Изображение входного сигнала u(t) = t есть 1/p2, т.е. то U(p) = 1/p2. 

Тогда изображение реакции звена примет вид: 

.
1222

)(
)()()(

22





 


TppTp

k

p

pW
pUpWpY  

В данном случае определение оригинала представляет собой непро-
стую задачу, поэтому для построения графика воспользуемся MATLAB. 
Для определения реакции и построения графика можно использовать 
функцию step, если в качестве параметра вместо W(p) передать ей 
W(p)/p. 

T=0.062;ksi=0.2326;k=2; 
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W=tf(k,[T^2 2*T*ksi 1 0]); 
L=tf(1,[1 0]) 
step(W,L,1); 

  
Рис. 2.7. Отклик КЗ на линейный сигнал 

2.1.3. Реальное дифференцирующее звено 

Реальное дифференцирующее звено (РДЗ) описывается ДУ первого 
порядка 

dt
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)(

)(
001  . 

ДУ в операторной форме: 
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где 
0

1

a

a
T   – постоянная времени; 

0

0

a

b
k   – коэффициент передачи. 

Составим схему моделирования РДЗ, воспользовавшись методом 
прямого программирования. 

Разделим числитель и знаменатель ПФ звена  на Tp ; 

)(

)(
1

1
)(

1 pD

pN

p
T

T

k

pW 





.   

Введем вспомогательную функцию E(p). Она представляет собой 
произведение 

E(p)= )(
)(

1
pU

pD
 . 

В результате получим: 







  11
1)()()()( p

T
pEpDpEpU ; 

 )(
1

)()( 1 pEp
T

pUpE  ; )()()()( pE
T

k
pNpEpY  . 

Составим схему моделирования, рис. 2.8: 

p

1

 
Рис. 2.8. Схема моделирования РДЗ 

Составим SS модель звена: 
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Реакция РДЗ на единичные функции 
Так как изображение ПХ  
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то ПХ определяется выражением 
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Начальное и конечное значения ПХ: 
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Переходная характеристика реального дифференцирующего звена 
имеет вид, рис. 2.9: 

 
Рис. 2.9. Переходная характеристика РДЗ 

Импульсная характеристика: 
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Импульсная характеристика реального дифференцирующего звена 
приведена на рис. 2.10: 
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Рис. 2.10. Импульсная характеристика РДЗ 

Для определения времени переходного процесса служит та же вели-
чина Δ = 5% или Δ = 2% от начального значения, поэтому Δ откладывают 
от оси абсцисс.    

Приведенная выше переходная характеристика построена для звена 
с параметрами 

сTk 3105,2  . 

Время установления с 2-процентной зоной 

02,010544 3  TTs  с. 

Практически такое же время получено и в MATLAB. 
Реакция РДЗ на линейное воздействие. 
Изображение входного сигнала u(t) = t есть 1/p2, т.е. то U(p) = 1/p2. 

Тогда изображение реакции звена примет вид: 
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Оригинал полученного изображения можно найти по таблицам            
[1, с.140]: 
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Проверим решение  с помощью программы MATLAB: 
syms p Y k T 
Y=k/(p*(T*p+1)); 
y=ilaplace(Y) 
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y = k*(1-exp(-t/T))). 
Построим кривую переходного процесса (Рис. 2.11). С этой целью 

запишем 

  
 
p

pG

p
Tp

k

Tpp

k
pY 


 1

1
)(

 
и для функции G(p) используем команду step: 

k=2; T=5e-3; 
G=tf(k,[T 1]) 
step(G,5*T),grid 
title('Отклик РДЗ на линейный сигнал') 
xlabel('t') 
ylabel('y(t)') 

  
Рис. 2.11. Отклик РДЗ на линейный сигнал 

2.2. Задание 

Даны передаточные функции апериодического, колебательного и ре-
ального дифференцирующего звеньев с приведенными характеристиче-
скими полиномами: 
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1. Записать по готовым формулам выражения для временных (пере-
ходной и импульсной) характеристик всех звеньев.  
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2. Для колебательного звена определить основные показатели каче-
ства переходной характеристики. Подготовить матрицы модели в про-
странстве состояний. 

Значения коэффициентов полиномов ПФ приведены в таблице 1.1. 
3. Ответить письменно на контрольные вопросы. 

2.3. Контрольные вопросы 

1. Что такое (дать определение, привести пример) переходная и им-
пульсная характеристики (ПХ и ИХ) систем управления и как они связаны 
между собой?  

2. Что собой представляют операторные изображения ПХ и ИХ? 
3. Как по изображению временной характеристики определить ее 

начальное и конечное значения? 
4. Какие показатели качества можно определить по переходным ха-

рактеристикам приведенных в работе типовых звеньев? 
5. Как влияет коэффициент демпфирования на показатели качества 

переходной характеристики колебательного звена? 
6. Какие эталоные сигналы используются для исследования САУ в 

переходных режимах? 
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3. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТИПОВЫХ 
ЗВЕНЬЕВ 

3.1. Частотные характеристики 

Исследование систем управления проводится как во временной, так 
и частотной областях. В первом случае определяется реакция системы на 
типовые воздействия, позволяющая анализировать переходные процессы 
в системе. Во втором случае входным воздействием является гармониче-
ская функция, частоту которой изменяют во всём возможном диапазоне. 
Откликом системы является гармонический сигнал той же частоты, что и 
входной, однако отличается от него по амплитуде и по фазе, причём эти 
отличия зависят от частоты входного сигнала. В занятии рассматривается 
поведение типовых звеньев в частотной области. 

Напомним основные понятия, связанные с частотными характери-
стиками. 

Комплексная частотная характеристика (КЧХ) – зависимость отно-
шения комплексной амплитуды выходных колебаний к комплексной ам-
плитуде входных от частоты: 

 
 

 








 j
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j
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m eA
eX

eY

X

Y
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x
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)()(



. 

Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) – зависимость отно-
шения амплитуды выходных колебаний к амплитуде входных от частоты:  

 
 



m

m

X

Y
A )( .  

Фазочастотная характеристика (ФЧХ) – зависимость разности фаз 
выходных и входных колебаний от частоты: 

    xy)( . 

КЧХ, объединяющая амплитудно-частотную и фазочастотную ха-
рактеристики, называется также  амплитудно-фазовой частотной харак-
теристикой (АФЧХ). КЧХ линейного звена или системы управления 
можно получить путем замены в передаточной функции оператора p на 
оператор j.  

Как любая комплексная функция вещественного аргумента, КЧХ 
имеет вещественную и мнимую составляющие: 

  )()()(sin)(cos)()(  jQPjAjW  . 
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Вещественная частотная характеристика (ВЧХ) – зависимость веще-
ственной части КЧХ от частоты:  

  )(cos)()(Re)(  AjWP  . 

Мнимая частотная характеристика (МЧХ) – зависимость мнимой 
части КЧХ от частоты:  

  )(sin)()(Im)(  AjWQ  . 
В отечественной литературе для графика комплексно-частотной ха-

рактеристики принято название АФЧХ. В англоязычной литературе 
АФЧХ называют диаграммой Найквиста или годографом Найквиста, по 
имени выдающегося инженера Гарри Найквиста.  

Годограф Найквиста – это кривая на комплексной плоскости, пред-
ставляющая собой множество концов вектора, изображающего комплекс-
но-частотную характеристику, при изменении частоты от 0 до ∞. 

На годографе указывают точки, соответствующие некоторым значе-
ниям частоты ω, и стрелкой отмечают направление перемещения конца 
вектора     jeA  при увеличении частоты. Естественно, годограф позво-
ляет одновременно судить как об АЧХ и ФЧХ, так и о ВЧХ и МЧХ. Годо-
граф обладает одним недостатком – на нем скрыты значения частоты. Но 
если построить другие частотные характеристики, например,  АЧХ и ФЧХ 
или ВЧХ и МЧХ, то можно определить частоту для любой точки годогра-
фа. 

В Matlab для построения диаграммы Найквиста используется функ-
ция nyquist. В графическом окне, построенном этой функцией, для каж-
дой точки годографа по щелчку мыши можно определить как значение 
частоты, так и значения действительной и мнимой частей КЧХ. 

3.2. Диаграммы Найквиста апериодического, колебательного и 
реального дифференцирующего звеньев 

3.2.1. Апериодическое звено 

Передаточная функция апериодического звена (АЗ): 

01

0)(
apa

b
pW


 . 

В нормированном виде: 

11
)(

0

1

0

0







Tp

k

p
a

a
a

b

pW , (3.1) 
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где 
0

1

a

a
T   – постоянная времени;  

0

0

a

b
k   – коэффициент передачи. 

Запишем выражение для комплексной частотной характеристики АЗ, 
подставив jω вместо p в его передаточную функцию (3.1): 

Tj

k
jW




1
)( . 

Годограф Найквиста можно построить, используя как показатель-
ную, так и алгебраическую формы записи W(j), т.е. либо по  значениям 
модуля и аргумента, либо по значениям вещественной и мнимой частей 
комплексной функции.  

Выделим модуль и аргумент КЧХ: 

 
 
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2222 11
. 

Таким образом, АЧХ и ФЧХ определяются выражениями: 

 
221 


T

k
A ;      Tarctg . 

Для получения вещественной и мнимой частотных характеристик 
выделим вещественную и мнимую части КЧХ: 

       ; 
111

1

1 222222 

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 
221 


T

k
P ;    

221 



T

kT
Q . 

При выполнении задания необходимо построить вручную годограф 
Найквиста и проверить правильность построения в MATLAB [2, с. 151]. 

3.2.2. Колебательное звено 

Колебательное звено (КЗ) описывается ПФ вида 

01
2

2

0)(
apapa

b
pW


 . 

В нормированном виде: 
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где 
0

2

a

a
T   – постоянная времени;  

20

1

2 aa

a
  – коэффициент демпфирования; 

0

0

a

b
k  – коэффициент передачи. 

Запишем выражение для комплексной частотной характеристики ко-
лебательного звена, подставив jω вместо p в его передаточную функцию: 
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Выделим модуль и аргумент КЧХ: 
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Таким образом, АЧХ и ФЧХ определяются выражениями: 
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  222222 41 
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 Если 221  T  < 0 (вещественная часть )( jW отрицательна), то 
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Амплитудно-частотная характеристика колебательного звена может 
иметь максимум на некоторой частоте r (резонансной частоте). Для ее 
нахождения нужно выражение для АЧХ продифференцировать по частоте 
и результат приравнять нулю. Получим: 

 
Tr

2
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21
21


 . 
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Поскольку r – величина вещественная, максимум АЧХ имеет место 

только при 707,0
2

2
 . 

Подставляя значение резонансной частоты в выражение для АЧХ, 
получим максимальное значение АЧХ: 

.
12 2


k

Am  

Таким образом, максимум АЧХ зависит от коэффициента демпфи-
рования ξ и коэффициента передачи k. 

Рассмотрим частотные характеристики колебательного звена с пере-
даточной функцией 

2605,7
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 Запишем ПФ с нормированным характеристическим полиномом: 
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Найдем: 2326,0,062,0,2  сTk . 
Резонансная частота:  

1-
22

c 2,15
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 Максимальное значение АЧХ: 

42,4
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 Для построения АЧХ и ФЧХ нужно задаться рядом значений часто-
ты и воспользоваться приведёнными выше формулами. Этот расчёт мож-
но выполнить в MATLAB по следующей программе: 

clc 
k=2; ksi=0.2326; T=0.062; 
% ПФ 
Wk=tf([k],[T^2 2*ksi*T 1]) 
% Частота резонанса 
w_r=sqrt(1-2*ksi^2)/T; 
% Натуральная частота 
w_0=1/T; 
% Вектор частот 
w=[0 5 10 12.5 w_r w_0 17.5 20 25 35]; 
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% Частотный отклик 
D=frd(Wk,w) 
% Амплитуда 
A=abs(D) 
% Фаза 
Ph=angle(D)*180/pi 

 В результате получим три таблицы:  
 – первая таблица для построения ВЧХ и МЧХ 

  Frequency(rad/s)         Response     
  ----------------         --------     
        0.0000         2.0000   0.0000i 
        5.0000         2.1577 - 0.3443i 
       10.0000         2.6641 - 1.2482i 
       12.5000         2.7592 - 2.4909i 
       15.2314         1.0572 - 4.2922i 
       16.1290        -0.0000 - 4.2992i 
       17.5000        -1.2386 - 3.5275i 
       20.0000        -1.7293 - 1.8555i 
       25.0000        -1.1279 - 0.5799i 
       35.0000        -0.5021 - 0.1366i 

 – вторая таблица для построения АЧХ 
Frequency(rad/s)    Response 
  ----------------    -------- 
        0.0000         2.0000  
        5.0000         2.1850  
       10.0000         2.9420  
       12.5000         3.7172  
       15.2314         4.4205  
       16.1290         4.2992  
       17.5000         3.7387  
       20.0000         2.5364  
       25.0000         1.2682  
       35.0000         0.5203  

 – третья таблица для построения ФЧХ 
  Frequency(rad/s)     Response 
  ----------------     -------- 
        0.0000           0.0000 
        5.0000          -9.0648 
       10.0000         -25.1043 
       12.5000         -42.0737 
       15.2314         -76.1631 
       16.1290         -90.0000 
       17.5000        -109.3472 
       20.0000        -132.9830 
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       25.0000        -152.7912 
       35.0000        -164.7741 

 По данным таблиц 2 и 3 строим АЧХ и ФЧХ, рис. 3.1 и рис. 3.2: 

 

Рис. 3.1. Амплитудно-частотная характеристика КЗ 

 

Рис. 3.2. Фазочастотная характеристика КЗ 

Для получения вещественных и мнимых частотных характеристик 
звена выделим вещественную и мнимую части КЧХ: 
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Из выражения для КЧХ следует, что при условии  01 22  T , т.е. 

при частоте 
T

1
0  , КЧХ принимает чисто мнимое значение: 
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На этой частоте ВЧХ пересекает ось частот, т.е. равна нулю, а МЧХ 
становится равной  
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Пользуясь готовыми формулами и задаваясь множеством значений 
частот, рассчитываем вещественную и мнимую части КЧХ, таблица 3.1.  

Таблица 3.1. Расчёт ВЧХ и МЧХ колебательного звена 

ω, 1/с 0 10 12 14 15 16,1 18 19 22 40 

P(ω) 2,0 2,7 2,8 2,2 1,3 0 -1,5 -1,7 -1,5 -0,4 

Q(ω) 0 -1,2 -2,2 -3,6 -4,2 -4,3 -3,1 -2,4 -1,1 -0,1 
 

Графики ВЧХ и МЧХ для данного КЗ имеют вид (рис. 3.3): 
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Рис. 3.3. Вещественная и мнимая частотные характеристики КЗ 

Используя данные таблицы 3.1, строим годограф Найквиста, рис. 
3.4. 

 

Рис. 3.4. Годограф КЧХ колебательного звена 

3.2.3. Реальное дифференцирующее звено 

Реальное дифференцирующее звено (РДЗ) имеет передаточную 
функцию вида: 
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где 
0

1

a

a
T   – постоянная времени;  

0

0

a

b
k   – коэффициент передачи. 

Запишем выражение для комплексной частотной характеристики 
РДЗ, подставив jω вместо p в его передаточную функцию: 

Tj

kj
jW





1

)( . 

Выделим модуль и аргумент КЧХ: 
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11

0

. 

Таким образом, АЧХ и ФЧХ определяются выражениями: 

 
 21 T

k
A




 ;     Tarctg  090 . 

АЧХ и ФЧХ для звена с передаточной функцией 

1105

2
)(

3 
  p

p
pW   

можно построить так: 
 

k=2;T=.005;Wd=tf([k 0],[T 1]) 
w=0:2:1000; 
[Am,Ph]=bode(Wd,w); 
figure(1) 
plot(w,Am(:),'-k','LineWidth',2),grid 
ylabel('Am'),xlabel('w,1/c') 
figure(2) 
plot(w,Ph(:),'-k','LineWidth',2),grid 
ylabel('Ph'),xlabel('w,1/c') 
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Рис. 3.5. Амплитудно-частотная характеристика РДЗ 

 
Рис. 3.6. Фазочастотная характеристика РДЗ 

Используя выражения для АЧХ и ФЧХ, рассчитаем значения ампли-
туд и фаз для точек годографа Найквиста, таблица 3.2.  
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Таблица 3.2. Расчёт АЧХ и ФЧХ реального дифференцирующего звена 

ω, 1/с 0 20 40 60 80 100 150 200 400 600 800 

A(ω) 0 39,8 78,5 115 149 179 240 282 358 379 388 

φ(ω) 90 84 79 73 68 63 53 45 27 18 14 

 
Используя данные таблицы 3.2, строим годограф Найквиста, рис. 3.7. 

 

Рис. 3.7. Годограф Найквиста реального дифференцирующего звена 

3.3. Логарифмические частотные характеристики типовых 
полиномов и звеньев 

3.3.1. Понятие о ЛАЧХ и ЛФЧХ 

В отличие от ранее рассмотренных частотных характеристик при по-
строении логарифмических частотных характеристик (ЛЧХ) используют 
логарифмический масштаб для отображения частоты и модуля КЧХ.  

В англоязычной литературе ЛЧХ называют диаграммами Боде, на-
званными в честь инженера Х. У. Боде (Hendrik Bode), который широко 
использовал логарифмические характеристики при исследовании усили-
телей с обратной связью.  

К логарифмическим частотным характеристикам относятся: 
L(ω) = 20lgA(ω) – логарифмическая амплитудно-частотная харак-

теристика (ЛАЧХ): строится в логарифмическом масштабе как по оси час-
тот, так и по оси амплитуд, измеряется в децибелах (дБ); 
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φ(ω) – логарифмическая фазочастотная характеристика (ЛФЧХ): 
строится в логарифмическом масштабе по оси частот и равномерном, же-
лательно градусном, масштабе по оси фазового угла. 

Обратная зависимость АЧХ от ЛАЧХ имеет вид  

    LA 05,010 . 

При L = 0 A = 1. Отрицательное значение L < 0 соответствует ослаб-
лению сигнала (0 < A < 1), а положительное  L > 0 – усилению (A >1). 

Как известно, числители и знаменатели ПФ звеньев и систем могут 
быть представлены в виде произведений полиномов первого и второго по-
рядков. Логарифмические характеристики звена или системы можно по-
строить путем сложения (для числителя ПФ) и вычитания (для знаменате-
ля ПФ) логарифмических характеристик этих полиномов.  

3.3.2. Полином первого порядка 

Построим ЛАЧХ по ПФ в виде нормированного полинома первого 
порядка: 

  1 TppW . 

КЧХ:  

  TjjW  1 . 

Выделим модуль и аргумент комплексной функции: 

   21 TA  ;    Tarctg  . 

Таким образом, ЛАЧХ определяется выражением: 

   221lg20  TL .  

Обозначив 

T

1
и  ,  

где и – т.н. частота излома, запишем 

 
2

и

1lg20 










L . (3.2) 

На рис. 3.8 представлен график логарифмической АЧХ. 
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Рис. 3.8. ЛАЧХ полинома первого порядка  

На частоте излома 
T

1
и , выражение (3.2) принимает значение: 

  32lg2011lg20и L дБ.  

На частоте 10 ,и  отстоящей от и на декаду, ЛАЧХ имеет значение: 

  20101lg20
10

1lg2010
2

è

è
è 











L дБ. 

ЛАЧХ полинома первой степени можно аппроксимировать отрезка-
ми прямых линий.  

На частотах, много меньших частоты излома и , для которых  
и


<<1,   01lg20и L , и характеристика аппроксимируется прямой ли-
нией, совпадающей с осью ω. 

На частотах, много больших частоты излома ωи, для которых  
и


>>1,   











и

и lg20L , и характеристика аппроксимируется также прямой 

линией. Определим наклон этой прямой. 
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При 1
и



  L(ω) = 0,  при 10

и



 , т.е. на расстоянии декады, 

    2010lg20lg20
и












L  дБ. Таким образом, прямая имеет наклон 20 

дБ/дек.   
Две аппроксимирующие прямые пересекаются при ω= и  (рис. 3.9).  

 

Рис. 3.9. Аппроксимация ЛАЧХ полинома первого порядка  

На частоте ω= и  происходит резкое изменение наклона асимптоти-
ческой характеристики, именно поэтому частота и  названа частотой из-
лома. Для большей ясности на всех прямолинейных участках диаграммы 
Боде обычно указывается их наклон. Максимальная отклонение точной 
характеристики от ее аппроксимации составляет 3 дБ, как было показано 
выше. 

Фазовый сдвиг полинома первого порядка определяется выражением 

    











и

acrtgarctg T . 

Значения φ при различных отношениях и  приведены в таблице 
3.3, а сама точная ЛФЧХ изображена на рис. 3.10. Для приближенного по-
строения ЛФЧХ можно использовать кусочно-линейную аппроксимацию, 
которая имеет два излома – на частотах 0,1 и  и 10 и . Между этими час-
тотами прямая имеет наклон 45 град/дек. Значения φ при аппроксимации 
также приведены в таблице 3.3. 
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Таблица 3.3. Фазочастотная характеристика 

i
  Точное значение, φ 0 Кусочно-линейная ап-

проксимация, φ 0 

0,05 2,9 0 
0,1 5,7 0 
0,2 11,3 13,5 
0,5 26,6 31,5 
0,8 38,7 40,6 
1,0 45,0 45,0 
2 63,4 58,5 
5 78,7 76,5 
8 82,9 85,6 
10 84,3 90 
20 87,1 90 

 
Асимптотическая характеристика приведена на рис. 3.10. 

 
Рис. 3.10. Точная и асимптотическая ЛФЧХ полинома первой степени 

Если полином находится в знаменателе ПФ, то наклон асимптоты 
ЛАЧХ и сама ЛФЧХ становятся отрицательными. 

3.3.3. Полином второй степени 

В данном случае типовой полином имеет вид 
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1222)(  TppTpW . 

КЧХ:  

 TjTjW 21)( 22 . 

Выделим модуль и аргумент комплексной функции 

    222222 41  TTA ;    











221

2

T

T
arctg . 

Если 221  T  < 0 (вещественная часть )( jW отрицательна), то 

  











221

2

T

T
arctg . 

ЛАЧХ определяется выражением: 

    





  222222 41lg20 TTL =   












 2

1
222222 41lg20 TT = 

  222222 41lg10  TT .  

Введя частоту излома 
T

1
и   можно записать 

  L
































2

2
и

2

22

2
и

41lg10 . (3.3) 

Отношение 
и
  представляет собой нормированную частоту (базис-

ная частота - и). Обозначив * T



и

, получим 

  *L       




 





  2

*

22
*

2
*

222
* 21lg1041lg10  . (3.4) 

При * <<1   01lg10* L  дБ, а фазовая характеристика  *  
близка к 0˚.  

При * >>1   )lg(40)lg(10 *
4

** L , ЛАЧХ имеет наклон 40 
дБ/дек. Фазовая характеристика стремится к значению 180˚. 

Асимптоты амплитудной характеристики пересекаются в точке, для 
которой   0* L  дБ, т.е. при 1*  T . Однако расхождение между точ-
ной амплитудной характеристикой и ее аппроксимацией  зависит от ξ и 
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должно принципиально учитываться. Отклонение характеристик от гори-
зонтальной асимптоты на частоте излома вычисляется по формуле: 

     lg206lg202lg202lg20)2lg(10 2 L . 

При ξ = 0,25 отклонение составляет    25,0lg202lg20L  
604,126   дБ, а при ξ = 1,0 отклонение   61lg202lg20  L  дБ. 

Поэтому можно считать, что при 25,0 <1 максимальная погрешность 
линейной аппроксимации не превышает 6 дБ, и реальная ЛАЧХ достаточ-
но близка к асимптотической. При 25,00    нужно обязательно строить 
реальную ЛАЧХ с резонансным пиком величиной  L . При ξ = 0,5 от-
клонение   .0665,0lg202lg20  L   

На рис. 3.11 приведены точные ЛАЧХ полинома второй степени при 
разных значениях коэффициента демпфирования. При ξ = 0,5 точная ха-
рактеристика практически совпадает с асимптотической. 

 
Рис. 3.11. Точные и асимптотическая ЛАЧХ полинома второй степени 

Построим также точные ЛФЧХ рассматриваемого полинома (рис. 
3.12). 
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Рис. 3.12. ЛФЧХ полинома второй степени 

Из рис. 3.12 следует, что даже при ξ = 1,0 линейная аппроксимация 
фазовых характеристик дает большую погрешность. Поэтому при анализе 
и синтезе систем управления логарифмические фазочастотные характери-
стики полинома второй степени нужно вычислять точно. 

Если полином второй степени находится в знаменателе ПФ, то от-
клонение характеристик от горизонтальной асимптоты на частоте излома 
вычисляется по формуле 

    2lg20L . 

При этом логарифмические частотные характеристики зеркально от-
ражаются относительно оси частот.  

3.3.4. Апериодическое звено 

Логарифмические амплитудно-частотную и фазочастотную характе-
ристики АЗ можно представить в виде: 

       









 21

22

22
1lg20lg20

1
lg20 LLTk

T

k
L , 

фазовую характеристику в виде: 

    Tarctg . 

Зависимость constlg20)(1  kL , дБ  имеет вид прямой линии с ну-
левым наклоном (горизонтальная линия). При k > 1 20lgk > 0, при k < 1 
20lgk < 0.  
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Учитывая, что полином первой степени находится в знаменателе ПФ 
апериодического звена, асимптотическая ЛАЧХ этого звена строится в 
следующей последовательности: 

1) проводится горизонтальная линия на высоте   kL lg201   до 

частоты излома 
T

1
и  ; 

 2) начиная с частоты излома, проводится вправо вниз прямая под 
наклоном –20 дБ/дек.  

Таким образом, асимптотическая ЛАЧХ звена состоит из двух асим-
птот. 

Первая асимптота  горизонтальная линия на уровне 20lgk, вторая  
прямая с наклоном –20 дБ/дек. Пересекаются асимптоты в точке и=1/T. 
На этой же частоте сама ЛАХ в наибольшей степени отличается от асим-
птот (отличие L3дБ). 

Фазовый сдвиг АЗ определяется выражением 

    











и

acrtgacrtg T . 

 

-45 

0 

=1/T ,с-1 

,с-1 

L(),дБ 

(), 

20lgk 

-20дБ/дек 

90 

0 

 
Рис. 3.13. Логарифмические частотные характеристики апериодического  

звена 

3.3.5. Колебательное звено 

Логарифмическую амплитудную характеристику КЗ можно предста-
вить в виде 

 
 

   































2

1
222222

222222
41lg20

41
lg20 TTk

TT

k
L
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  222222 41lg10lg20  TTk , 

фазовую характеристику – в виде 

  











221

2

T

T
arctg . 

Если 221  T  < 0 (вещественная часть )( jW отрицательна), то 

  

















221

2

T

T
arctg . 

Приведем ЛЧХ рассматриваемого колебательного звена. 

 
Рис. 3.14. Логарифмические частотные характеристики КЗ 

При построении логарифмических характеристик колебательного 
звена учитывается, что полином второй степени находится в знаменателе 
ПФ звена.  

3.3.6. Реальное дифференцирующее звено 

На основании выражения для АЧХ  
 21 T

k
A




  логарифмиче-

скую амплитудно-частотную характеристику РДЗ можно представить в 
виде суммы двух слагаемых: 

          21
22 1lg20lg20lg20 LLTkAL . 

Рассмотрим каждое слагаемое в отдельности: 

1)    kL  lg201 . 

При 1k   (
k

1
 ) это слагаемое равно нулю. 
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При 10k , (
k

10
 ), или через декаду, это слагаемое равно  

20)10lg(20  . Следовательно, ЛАЧХ  слагаемого представляет собой пря-
мую линию с наклоном +20 дБ/дек, пересекающую ось частот при частоте 

k

1
 . При частоте излома 

T

1
и , получаем    








T

k
L lg20и1 . 

2)   1lg20 22
2  TL . 

Выше было показано, что ЛАЧХ такого слагаемого аппроксимиру-
ется двумя асимптотами. Одна из них лежит на оси частот и продолжается 

вплоть до частоты излома 
T

1
и , другая начинается в точке, соответ-

ствующей это частоте и идет с наклоном –20 дБ/дек вниз.  
Суммирование двух характеристик, описанных выше, позволяет по-

лучить результирующую характеристику, т.е. ЛАЧХ реального диффе-
ренцирующего звена.  

Здесь может встретиться три случая: 
Tk

11
  ( Tk  ), 

Tk

11
  ( Tk  ), 

Tk

11
  ( Tk  ). ЛАЧХ, соответствующие всем трем случаям, представлены 

на рис. 3.15. 
Логарифмическая фазочастотная характеристика строится по той же 

формуле, что и ФЧХ    Tarctg  090 , но по оси частот используется 
логарифмический масштаб. 
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Рис. 3.15. Точные и асимптотические ЛАФЧХ реального дифференци-

рующего звена 

3.4. Задание 

 Заданы передаточные функции апериодического, колебательного и 
реального дифференцирующего звеньев с приведенными характеристиче-
скими полиномами: 

0
1 )(

ap

b
pW 0


 ; 

01
22 )(

apap

b
pW 0


 ; 

0
3 )(

ap

pb
pW 0


 . 

Значения коэффициентов полиномов приведены в таблице 3.4. 

Таблица 3.4. Таблица коэффициентов полиномов 

№ варианта b0 a1 a0 

1 72 4 36 
2 450 16 300 
3 1100 20 550 
4 1500 28 750 
5 1350 34 900 
6 165 7 55 
7 120 6 80 
8 450 12 225 
9 750 18 500 
10 210 7 105 
11 520 14 260 
12 800 10 450 
13 1050 26 700 
14 1200 30 800 
15 396 8 132 
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№ варианта b0 a1 a0 

16 600 16 400 
17 900 22 600 
18 320 9 160 
19 750 14 300 
20 350 8 175 
21 520 12 260 
22 1300 24 650 
23 280 10 190 
24 1700 32 850 
25 330 12  215 
26 400 20 200 
27 450 18 300 
28 600 24 400 
29 500 30 250 

 
Требуется:  
1.  Привести передаточные функции заданных звеньев к нормиро-

ванному виду и определить параметры звеньев (коэффициенты усиления, 
постоянные времени звеньев, коэффициент демпфирования). 

2.  Построить годограф Найквиста для заданных звеньев (вручную, с 
составлением таблицы) и проверить результаты построения с помощью 
MATLAB.  

3. Построить диаграмму Боде разомкнутой системы управления, со-
стоящей из последовательного соединения заданных звеньев. Логарифми-
ческие характеристики отдельных звеньев строить в асимптотическом ви-
де. Результат построения проверить с помощью MATLAB. 

3.5. Контрольные вопросы 

1. Как получить из ПФ системы ее комплексно-частотную характе-
ристику (КЧХ)? 

2. Какие частотные характеристики можно выделить из КЧХ? 
3. Как по годографу КЧХ построить остальные характеристики: 

АЧХ, ФЧХ, ВЧХ, МЧХ? 
4. Какие значения модуля и частоты можно выделить на АЧХ коле-

бательного звена? 
5. Что представляют собой логарифмические частотные характери-

стики (ЛЧХ или диаграммы Боде) и чем они отличаются от частотных ха-
рактеристик, построенных в полярных координатах? Основное преимуще-
ство диаграммы Боде. 
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4. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ЧАСТОТНЫЕ КРИТЕРИИ 
УСТОЙЧИВОСТИ 

4.1. Устойчивость линейных систем 

Устойчивость является необходимым условием работоспособности 
систем управления, т.к. включает в себя требование затухания переходных 
процессов во времени. Неустойчивая система неработоспособна. Устой-
чивая система поддается управлению и предсказуемым образом реагирует 
на входное воздействие. 

Динамическая система является устойчивой, если при любом огра-
ниченном входном сигнале выходной сигнал и переменные состояния 
также являются ограниченными во все моменты времени. Для устойчивой 
системы подходит следующее определение: 

ограниченный вход – ограниченный выход. 
В связи с этим признак устойчивости линейных систем может быть 

легко получен. 
Предположим, что мы хотим получить переходную характеристику 

системы, заданной передаточной функцией 

6423

62

10105,2140

1040
)(W





ppp

p
p . 

Эта передаточная функция имеет три полюса: один – действитель-
ный и отрицательный, два – комплексно-сопряженных с отрицательной 
действительной частью: 

1
1 c6,48 p ; 1

3,2 c9,1357,45  jjp . 

Свободная составляющая ПХ: 

uсв(t) =  tA e1
ttAtA  e)sincos( 32  =  

         =  tA 6,48
1 e ,)9,135sin9,135cos( 7,45

32
tetAtA   

где A1, A2 и A3 – постоянные интегрирования. 
Перепишем это уравнение в виде: 

uсв(t)=  tAe )sin(e  ttB =    ttBtA 9,135sinee 7,456,48 , 

где A, B и  – постоянные интегрирования. 
Из этого выражения следует, что при t  свободная составляющая 

стремится к нулю, т.к. экспоненты имеют отрицательные показатели сте-
пени. Следовательно, переходный процесс затухает и система устойчива. 

Т.о., мы приходим к заключению: для устойчивости линейной сис-
темы необходимо и достаточно, чтобы все корни ее характеристического 
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уравнения располагались в левой половине комплексной плоскости, т.е. 
были действительными отрицательными или комплексно-сопряженными с 
отрицательной действительной частью. Такие корни принято называть 
«левыми корнями» в отличие от «правых корней», которые располагаются 
в правой половине комплексной плоскости. Корни характеристического 
уравнения – это полюсы передаточной функции. Поэтому критерий ус-
тойчивости можно сформулировать и так: для того, чтобы замкнутая 
система управления была устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы 
все полюсы ее передаточной функции были левыми. 

При наличии хотя бы одного правого корня система будет неустой-
чивой, ибо значение экспоненты с положительным показателем степени 
будет увеличиваться с течением времени. В этом случае выходной сигнал 
системы будет неограниченным при любом входном сигнале. Если какие-
либо корни характеристического уравнения расположены на мнимой оси, 
а все остальные – в левой полуплоскости, то система будет находиться на 
границе устойчивости. Свободная составляющая ее переходной характе-
ристики представляет собой незатухающие колебания с частотами, рав-
ными модулям корней, расположенных на мнимой оси. Следовательно, 
мнимая ось комплексной плоскости является границей между областями 
устойчивости и неустойчивости замкнутой системы управления. 

Рассмотрим в качестве примера ПФ системы в виде  

  1610

160
)(

2 


pp
pT . 

Корни знаменателя имеют значения: 101 p  с-1; 43,2 jp   с-1. По-

этому система будет совершать незатухающие гармонические колебания с 

угловой частотой ω = 4 рад/с и периодом 57,1
4

22








T  с. 

Найдем ее отклик на единичное ступенчатое воздействие, рис. 4.1: 
Fnum=[160]; Fden=[1 10 16 160]; 
T=tf(Fnum,Fden) 
t=[0:0.001:6]; 
step(T,t),grid 
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Рис. 4.1. ПХ в случае мнимых корней 

Прежде чем излагать общие методы анализа устойчивости, рассмот-
рим некоторые свойства алгебраических полиномов. 

Для ответа на вопрос об устойчивости необходимо определить кор-
ни характеристического полинома общего вида 

  01
1

1 apapapapD n
n

n
n  

  . 

Характеристический полином можно записать в виде произведения 
сомножителей, т.е. 

  pD        nin ppppppppa  21 ,  

где через pi обозначен i-й корень характеристического уравнения.  
Если система устойчива, то все коэффициенты полинома должны 

быть отличны от нуля и иметь один и тот же знак (критерий Стодолы). 
Однако эти условия являются лишь необходимыми, но не достаточными: 
если они не выполняются, - система  неустойчива; в случае их выполне-
ния, для ответа на вопрос об устойчивости системы необходимы даль-
нейшие исследования. Например, коэффициенты полинома  

  pD     8242 232  pppppp   

положительны, но система является неустойчивой, т.к. два корня являют-
ся правыми. 

Системы первого и второго порядка устойчивы, если все коэффици-
енты характеристического уравнения имеют один и тот же знак. Для 
систем более высокого порядка, как указано выше, этого недостаточно.   

Таким образом, для определения устойчивости требуется нахожде-
ние полюсов ПФ, что для систем высокого порядка представляет сложную 
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задачу (без использования современных численных методов и компью-
терных вычислений). В действительности достаточно располагать инфор-
мацией об ориентации полюсов на комплексной плоскости относительно 
мнимой оси. Поэтому на практике устойчивость систем управления опре-
деляют с помощью критериев устойчивости.  

Критерий устойчивости (КУ) – это правило, позволяющее выяснить 
устойчивость системы без вычисления корней характеристического урав-
нения. 

Критерии устойчивости разделяют на алгебраические и частотные. 
Из алгебраических критериев мы рассмотрим критерии Гурвица и Рауса-
Гурвица, а из частотных – критерии Михайлова и Найквиста. 

Математически все критерии устойчивости эквивалентны, т.к. опре-
деляют условия принадлежности полюсов левой плоскости. 

Несмотря на то, что современные компьютерные программы позво-
ляют находить корни полиномов высоких порядков, КУ широко исполь-
зуются в современных методах анализа и синтеза ТАУ. Они позволяют 
оценивать влияние параметрических или структурных изменений на ус-
тойчивость, определять границы допустимых изменений параметров, при 
которых в системе управления сохраняется устойчивость и желаемые по-
казатели качества. 

4.2. Алгебраические критерии устойчивости 

4.2.1. Критерий устойчивости Гурвица 

Критерий был сформулирован и доказан в 1895 г. немецким матема-
тиком А. Гурвицем (A. Hurwitz). Гурвиц решал чисто математическую за-
дачу – задачу устойчивости решений линейного дифференциального 
уравнения. Обратился он к этой задаче по просьбе словацкого ученого А. 
Стодолы (A. Stodola), занимавшегося вопросами регулирования частоты 
вращения паровых турбин. 

Для оценки устойчивости по критерию Гурвица необходимо из ко-
эффициентов характеристического полинома  

  01
1

1 apapapapD n
n

n
n  

  , где an > 0, . . ., a0 > 0, 

составить определитель Гурвица по следующим правилам: 
– по главной диагонали выписываются все коэффициенты характе-

ристического уравнения, начиная с an-1 и заканчивая a0; столбцы опреде-
лителя заполняются коэффициентами от главной диагонали вниз по воз-
растающим, вверх – по убывающим индексам; 

 – места коэффициентов, индексы которых больше n или меньше ну-
ля, заполняются нулями. 
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Критерий Гурвица формулируется следующим образом: для того, 
чтобы все корни характеристического уравнения имели отрицательные 
вещественные части и система была устойчивой, необходимо и достаточ-
но, чтобы при 0na  все коэффициенты и все диагональные определители 
определителя Гурвица были строго больше нуля. 

Система находится на границе устойчивости, если 0 n   и все пре-
дыдущие определители положительны. 

В качестве примера составим определитель Гурвица  для системы 4-
го порядка. Характеристический полином системы  

  01
2

2
3

3
4

4 apapapapapD  . (4.1) 

имеет все коэффициенты строго больше нуля.  Получим 

024
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024
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4

0

00

0

00

aaa

aa

aaa

aa


. (4.2) 

Для устойчивости системы 4-го порядка необходимо выполнение 
условий 

04132
24

13
2  aaaa

aa

aa
; (4.3) 

0

0

0

303213311

13

024

13

3  aaaaAaAa

aa

aaa

aa

, (4.4) 

где  24132
24

1333
1 )1(   aaaa

aa

aa
A , 30

04

323
3

0
)1( aa

aa

a
A   .  

0304  a . (4.5) 

Т.к. коэффициент а0  > 0, об устойчивости системы можно судить по 
определителям до 3 включительно.  Было доказано, что если 3 = 0 (в 
общем случае n-1 = 0), то система находится на колебательной границе 
устойчивости, т.е. имеет пару чисто мнимых корней. При 00 a  система 

находится на апериодической границе устойчивости. Из условия n-1 = 0 
можно определить критические значения параметров системы, при кото-
рых она выходит на границу устойчивости. 

Рассмотрим характеристические уравнения небольших порядков для 
n=1, 2, 3. 
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Для уравнений первого и второго порядков 
,apa 001    

001
2

2  apapa  
условием устойчивости является положительность коэффициентов урав-
нения. 

Для уравнения третьего порядка (n=3) 

001
2

2
3

3  apapapa  
условие устойчивости  

.aaaa 00312   

Мнемоническое правило: произведение средних коэффициентов 
должно быть больше произведения крайних. 

4.2.2. Критерий устойчивости Рауса-Гурвица 

Критерий Рауса-Гурвица также основан на рассмотрении характери-
стического полинома системы. В общем случае критерий позволяет опре-
делить, сколько корней полинома являются правыми. 

Также как и критерий Гурвица, критерий Рауса-Гурвица применяет-
ся к полиному вида 

  .01
1

1 apapapapD n
n

n
n  

   

Замечание. Если исследуется устойчивость замкнутой системы 
управления, то в роли полинома  pD  выступает характеристический по-
лином замкнутой системы. Естественно, критерий Рауса-Гурвица можно 
применять для определения устойчивости разомкнутой системы или ее 
частей. 

Первый этап заключается в составлении так называемой таблицы 
Рауса. Для определенности рассмотрим полином пятой степени: 

   01
2

2
3

3
4

4
5

5 apapapapapapD  . 

Коэффициенты полинома заполняют первые две строки таблицы 
Рауса. В первой строке записываются коэффициенты, начиная со старшей 
степени через один: a5, a3, a1. Во второй строке размещаются оставшиеся 
коэффициенты: a4, a2, a0. В случае полинома четной степени вторая строка 
дополняется нулем, чтобы число элементов в первой и второй строках бы-
ло одинаковым. Общее число строк в таблице равно числу слагаемых в 
полиноме. 

Две последних строки таблицы будут иметь по одному элементу, 
следующие две строки, расположенные выше, – по два элемента, две 
строки еще выше – по три элемента и т.д. Последние элементы в строках, 
соответствующих четным степеням p, всегда равны a0.  
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Столбец, содержащий степени переменной p, введен исключительно 
ради удобства. Строка с коэффициентами b вычисляется непосредственно 
по двум строкам, расположенным над ней, строка с коэффициентами c – 
по двум предшествующим строкам и т.д. Коэффициенты таблицы вычис-
ляются по формулам: 
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Определитель в выражении для i-го коэффициента строки образует-
ся из первого и (i+1)-го столбцов двух предшествующих строк.  

Критерий Рауса-Гурвица формулируется следующим образом. 
Число корней полинома, расположенных в правой полуплоскости 

комплексной плоскости, равно числу перемен знака в первом столбце таб-
лицы Рауса. 

Этот критерий требует, чтобы для устойчивой системы в первом 
столбце таблицы Рауса не было изменений знака. Данное условие являет-
ся и необходимым, и достаточным. 

В качестве примера рассмотрим приведенный выше полином треть-
ей степени 

  pD  8223  ppp  

и заполним для него таблицу Рауса:  
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b .                                
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Поскольку в первом столбце таблицы Рауса происходят две переме-
ны знака (с 1 до – 6 и с – 6 до 8), то два корня полинома являются правы-
ми.   

Найдем эти корни с помощью MATLAB: 
D=[1 1 2 8]; 
r=roots(D) 
>>r = 
  -2.0000           
   0.5000 + 1.9365i 
   0.5000 - 1.9365i    
Из приведенных выше выражений видно, что таблица Рауса не мо-

жет быть заполнена, если первый элемент в строке равен нулю, т.к. вы-
числение элементов следующей строки связано с делением на ноль. Учи-
тывая возможность появления такой ситуации, в практическом примене-
нии критерия следует выделить три случая. 

Случай 1 («обычный») 
Ни один из элементов первого столбца таблицы Рауса не равен ну-

лю. Здесь никаких проблем с вычислениями элементов таблицы не возни-
кает. 

Случай 2 
Первый элемент строки равен нулю, но строка содержит и ненуле-

вые элементы. Это всегда является признаком того, что система неустой-
чива. 

Если характеристический полином D(p) относится к случаю 2, то его 
можно отнести к случаю 1, если заменить p на 1/x. В результате замены 
переменной изменяется порядок индексации коэффициентов полинома. 
Такая замена переменной не изменяет принадлежности корней к левой 
или правой полуплоскости.  

 Рассмотрим следующий полином: 

 
,1011422 2345
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где 15 a ,  24 a ,  23 a ,  42 a ,  111 a ,  100 a . 
 Попробуем составить таблицу Рауса: 
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Здесь 
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Первый элемент третьей строки равен нулю. В связи с этим в исход-
ном полиноме заменим p на 1/x и запишем новый полином в виде: 
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Составим для полинома таблицу Рауса: 
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Здесь 
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В первом столбце происходят две перемены знака, поэтому два кор-
ня из пяти являются правыми. 

Случай 3 
Все элементы строки в таблице Рауса равны нулю. В этом случае 

полином может быть разложен на множители, один из которых содержит 
только четные степени переменной p, а также ее нулевую степень. Такой 
множитель называется дополнительным полиномом. Его коэффициенты 
всегда будут элементами строки, расположенной непосредственно над 
строкой нулевых элементов. Убедимся в этом на следующем примере. 

Пример 4.1. Рассмотрим полином третьей степени 

  pD     2221 232  ppppp , 

из которого следует, что характеристическое уравнение имеет один отри-
цательный корень и два мнимых сопряженных корня, т.е. система нахо-
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дится на границе устойчивости. Убедимся в этом с помощью критерия 
Рауса-Гурвица. 

Заполним таблицу Рауса: 
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Здесь 0
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Третья строка (строка при  p1) – это строка нулевых элементов, ко-
эффициенты дополнительного полинома располагаются непосредственно 
над ней, а сам дополнительный полином имеет вид: 

  pD ad 22 p .  

Полиномы, относящиеся к случаю 3, можно исследовать двумя раз-
ными способами. 

 Первый способ заключается в том, что выделенный дополнительный 
полином и оставшийся полином-сомножитель можно исследовать раз-
дельно. Этот способ может встретить определенные трудности, если до-
полнительный полином имеет высокую степень. 

 Второй способ состоит в следующем. Предположим, что  в таблице 
Рауса нули появляются в строке, соответствующей pi. Тогда дополнитель-
ный полином надо продифференцировать по p, и коэффициентами полу-
ченного полинома заменить нули в строке pi. После этого заполнение таб-
лицы производится так же, как и в случае 1. 

Воспользуемся вторым способом для полинома из примера 4.1: 

 
p

dp

pdD
2ad  .  

Нуль в строке p1 заменим на 2: 
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Полученная таблица интерпретируется обычным способом, т.е. по-
лином не имеет корней в правой полуплоскости, однако дополнительный 
полином имеет корни на мнимой оси, и, следовательно, система находится 
на границе устойчивости. 
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Таким образом, если в таблице Рауса появляется нулевая строка, но 
не происходит изменений знака в первом столбце, то это указывает на 
возможность расположения корней на мнимой оси. Чтобы выяснить, име-
ет ли полином чисто мнимые корни, необходимо выделить дополнитель-
ный полином,  

Критерий Рауса-Гурвица используется не только для анализа устой-
чивости, но и как инструмент при синтезе систем управления, как это бу-
дет показано в следующих примерах.  

Пример 4.2. Синтез системы управления с пропорциональным регу-
лятором. 

Структурная схема системы изображена на рис. 4.2. Требуется вы-
брать такое значение коэффициента усиления (если это возможно), чтобы 
система была устойчивой. 

254

2
23  sss

 

Рис. 4.2. Схема к примеру 4.2 

Решение. ПФ разомкнутой системы имеет вид: 
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Характеристический полином: 

  pD  Kppp 2254 23  . 

Составим таблицу Рауса для полинома: 
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Для устойчивости системы необходимо, чтобы выполнялись два ус-
ловия: 

09 K  и 022  K . 
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Таким образом, мы видим, что система будет устойчивой, если 
19 K . 

Отметим, что отрицательное значение K не имеет практического 
смысла. 

4.3. Частотные критерии устойчивости 

4.3.1. Критерий устойчивости Михайлова 

Пусть дан характеристический полином D(p): 

  01
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1 apapapapD n
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n
n  

  . 

Если в этом полиноме сделать замену  jp , то получим комплекс-
ный полином 
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называют соответственно вещественной и мнимой функциями Михайло-
ва; функции  D  и    представляют собой модуль и аргумент (фазу) 
комплексного полинома.  

При изменении частоты  вектор комплексной частотной характери-
стики  jD  описывает своим концом на комплексной плоскости некото-
рую кривую (годограф), которую называют кривой Михайлова или годо-
графом Михайлова. 

Годограф Михайлова устойчивых систем всегда начинается на ве-
щественной положительной полуоси, так как при an > 0 все коэффициенты 
характеристического полинома положительны и D(0) = a0 >0. Кроме того, 
вектор  jD  должен поворачиваться только против часовой стрелки, так 
как с ростом частоты монотонно возрастают аргументы элементарных 
векторов. 

С учетом сказанного критерий устойчивости Михайлова может быть 
сформулирован следующим образом: для того, чтобы система автома-
тического управления была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы 
годограф Михайлова при изменении частоты  от 0 до ∞, начинаясь на 
вещественной положительной полуоси при  = 0, обходил только против 
часовой стрелки последовательно n квадрантов комплексной плоскости, 
уходя в бесконечность в том квадранте, номер которого равен степени n 
характеристического уравнения САУ.  
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Признаком неустойчивости системы является нарушение числа и 
последовательности пройденных годографом квадрантов комплексной 
плоскости.  

Если при некотором значении частоты к годограф Михайлова про-
ходит через начало координат, то в характеристическом уравнении име-
ются чисто мнимые корни, и система находится на колебательной грани-
це устойчивости.  

Если годограф начинается в начале координат, то в характеристи-
ческом уравнении имеется хотя бы один нулевой корень и система нахо-
дится на апериодической границе устойчивости. 

Построение годографа Михайлова удобно производить методом 
контрольных точек, задаваясь рядом значений частоты, обязательно 
включая частоты точек пересечения годографа с осями координат, кото-
рые находятся из решения следующих уравнений: 

 
  .0

,0




Y

X
 

При последовательном прохождении годографом Михайлова квад-
рантов комплексной плоскости вещественная и мнимая оси пересекаются 
годографом поочередно. 

Пример 4.3. Требуется определить с помощью критерия Михайлова 
устойчивость системы, передаточная функция которой  

kppp

k
pWзам
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2
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23 
 . (4.6) 

Функция Михайлова: 

     
       .223             

223
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



jQPjk

kjjjjD
. (4.7) 

Найдем точки пересечения годографа с осями комплексной плоско-
сти. 

Точки пересечения с вещественной осью найдем из условия 

Q()=0. (4.8) 

Получим 

ω(2 – 2)=0, (4.9) 

откуда 

2  ,0 31  . 

    kPkP 26   ,2 31  . (4.10) 
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Точку пересечения с мнимой осью найдем из условия 

P() = 0. 

Получим 

023 2  k , (4.11) 

откуда  

3

2
2

k
 , 

   31
3

2
22 k

k
Q  . (4.12) 

Согласно критерию Михайлова система находится на границе ус-
тойчивости, если годограф проходит через начало координат, т.е. через 
точку 

P() = Q() = 0. (4.13) 

Это возможно на частоте  = 1 = 0 при k = 0, а также на частоте 1 
= 3 = 2  при k = 3. 

Очевидно, что первое решение не представляет интереса, так как ко-
эффициент передачи k не может быть равным нулю. Рассчитаем и постро-
им годографы Михайлова при k=2, 3, 4 (рис. 4.3). 

При k = 2 система устойчива, так как годограф, начинаясь на поло-
жительной вещественной полуоси, проходит последовательно три квад-
ранта, то есть ровно столько квадрантов, каков порядок системы. 

При k = 3 система находится на границе устойчивости. 
При k = 4 система неустойчива, поскольку годограф проходит квад-

ранты не последовательно (из первого квадранта попадает в четвертый, 
потом в третий).  
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Рис. 4.3. Годографы Михайлова при различных значениях k 

Из рис. 4.3 следует, что увеличение k приводит только к смещению 
годографа Михайлова вправо (вдоль вещественной оси). Таким образом, 
для построения семейства годографов достаточно построить только один 
из годографов при определенном значении k, остальные же годографы бу-
дут его копиями, сдвинутыми вдоль вещественной оси. Величина сдвига 
легко вычисляется из (4.7). 

4.3.2. Критерий устойчивости Найквиста 

Передаточная функция разомкнутой системы представляет собой 
отношение двух полиномов 
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

 , 

причем в реальных системах степень полинома числителя не выше степе-
ни полинома знаменателя, т.е. nm  . 

Если в ПФ разомкнутой системы 
)(

)(
)(

pQ

pR
pW   подставить p = jω, то 

получим частотную ПФ или комплексную частотную характеристику ра-
зомкнутой системы: 

)(

)(
)(





jQ

jR
jW . 

При изменении частоты ω от  –∞ до +∞ вектор      jeAjW )(  бу-
дет меняться по модулю и фазе. Кривую, описываемую концом этого век-
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тора в комплексной плоскости, называют амплитудно-фазовой характе-
ристикой разомкнутой системы или годографом Найквиста. Годограф 
Найквиста симметричен относительно вещественной оси, поэтому обычно 
вычерчивают только ту ее часть, которая соответствует положительным 
частотам ω > 0. Ветвь, соответствующая отрицательным частотам, может 
быть найдена как зеркальное отражение (относительно вещественной оси) 
ветви, соответствующей положительным частотам. 

В критерии Найквиста фигурирует точка (–1, j0) на комплексной 
плоскости (ей соответствуют значения L() = 0 дБ и () = –180o  на диа-
грамме Боде).  

Одна из формулировок критерия Найквиста: 
Разомкнутая система, не имеющая нулевых полюсов, но имеющая r 

правых полюсов, будет устойчива при замыкании, если вектор, соеди-
няющий точку (–1, j0) с АФЧХ разомкнутой системы, при изменении 

частоты  от 0 до ∞ совершает 
2

r
 оборотов относительно точки (–1, 

j0) в положительном направлении (против часовой стрелки). 
Пример 4.4. Разомкнутая система с одним положительным и двумя 

отрицательными действительными полюсами. 
ПФ разомкнутой системы: 

    643)2(1
)(

23 





ppp

K

ppp

K
pW . 

1) Построим годограф Найквиста при K = 8, рис. 4.4: 
nyquist(8,[1 4 1 -6]) 

Разомкнутая система имеет r = 1 правых полюсов. Если мысленно 
провести вектор, соединяющий точку (–1, j0) с АФЧХ, и этот вектор пово-
рачивать, оставляя его конец на годографе при увеличении частоты, то он 

совершит половину оборота 





 

2

1

2

r
, т.е. повернется на 1800 против часо-

вой стрелки, скользя по нижней части годографа. Скольжение по верхней 
части не дает поворота, т.к. вначале вектор поворачивается на некоторый 
угол против часовой стрелки, а затем вновь по часовой стрелке на тот же 
угол.  

Следовательно, замкнутая система устойчива. 
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Рис. 4.4. Годограф Найквиста при K = 8 

Проверим устойчивость замкнутой системы, определив полюса ее 
ПФ. Для получения характеристического уравнения прибавим к знамена-
телю ПФ разомкнутой системы ее числитель: 

024864)( 2323  pppppppD . 

P=[1 4 1 2],r=roots(P) 
r = 
  -3.8751           
  -0.0624 + 0.7157i 
  -0.0624 - 0.7157i 
Все корни левые. Замкнутая система устойчива. 
2). Если увеличить коэффициент усиления до K = 10, то годограф 

Найквиста будет проходить через точку (–1,  j0), система будет находить-
ся на границе устойчивости и иметь следующие полюса: 

r = 
  -4.0000           
  -0.0000 + 1.0000i 
  -0.0000 - 1.0000i 
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Рис. 4.5. Годограф Найквиста при K=10 

Построим переходную характеристику замкнутой системы при двух 
значениях коэффициента передачи: K = 8 (система устойчива) и K = 10 
(система на границе устойчивости) рис. 4.6: 

W1=tf(8,[1 4 1 -6]);W2=tf(10,[1 4 1 -6]); 
T1=feedback(W1,1);T2=feedback(W2,1); 
t=0:0.1:40; 
figure(5) 
step(T1,t), hold on 
step(T2,t), hold off 
Оператор hold on удерживает текущий график и свойства осей 

так, чтобы последующие графические команды добавляли графики к су-
ществующим.  

Итак, замкнутая система с коэффициентом передачи K = 10 нахо-
дится на границе устойчивости, совершая незатухающие колебания с час-
тотой ω = 1 с-1 и периодом 28,622 T  с. 
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Рис. 4.6. Переходная характеристика при К = 8 и К = 10 

3). Увеличим коэффициент усиления до K = 14, рис. 4.7: 
nyquist(14,[1 4 1 -6]) 

 

Рис. 4.7. Годограф Найквиста при K=14 

Вектор, соединяющий точку (–1, j0) с АФЧХ, повернется на 180˚, но 
уже по часовой стрелке, скользя по верхней части годографа. Скольжение 
по нижней части не дает приращения аргумента, т.к. вначале вектор пово-
рачивается на некоторый угол против часовой стрелки, а затем на тот же 
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угол по часовой стрелке. Следовательно, замкнутая система неустойчива. 
Убедимся в этом: 

P=[1 4 1 8]; 
R=roots(P) 
R = 
  -4.2133           
   0.1067 + 1.3738i 
   0.1067 - 1.3738i 

Пример 4.5. Разомкнутая система с двумя положительными полю-
сами и одним отрицательным нулем: 

  86

)1(

)4(2

)1(
)(

2 








pp

pK

pp

pK
pW . 

1) Построим годограф Найквиста при K = 8: 

p=tf('p') 
W=8*(p+1)/((p-2)*(p-4)) 
nyquist(W,[0:0.01:500]) 

 
Рис. 4.8. Годограф Найквиста к примеру 4.5 при K=8 

Система имеет r = 2 правых корня. Вектор, соединяющий точку       
(–1, j0) с АФЧХ, при увеличении частоты от 0 до  совершает полный 

оборот против часовой стрелки. Таким образом, 1
2


r
 и замкнутая система 

устойчива. В этом можно убедиться, определив характеристический по-
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лином замкнутой системы. В результате получим полином второй степени 
с положительными коэффициентами.  

2)  Построим годограф Найквиста при K = 4: 
p=tf('p') 
W=4*(p+1)/((p-2)*(p-4)) 
nyquist(W,[0:0.01:500]) 

 
Рис. 4.9. Годограф Найквиста к примеру 4.5 при K=4 

Аргумент вектора, соединяющего точку (–1, j0) с АФХ, при увели-
чении частоты от 0 до  не изменится, т.к. вектор поворачивается сначала 
против, а потом по часовой стрелке. Следовательно, замкнутая система 
неустойчива. В этом также можно убедиться, составив характеристиче-
ский полином замкнутой системы и определив его корни. 

При сложной форме годографа Найквиста могут возникнуть за-
труднения при определении числа ее оборотов вокруг точки (–1, j0). В 
этом случае для суждения об устойчивости удобно применять «правило 
переходов», предложенное профессором Я.З. Цыпкиным. 

Переход характеристики W(jω) при возрастании частоты через отре-
зок вещественной оси (–∞, –1) сверху вниз считают положительным и 
снизу вверх – отрицательным. АФЧХ может начинаться (при ω = 0) или 
заканчиваться (при ω = ∞) на указанном отрезке [1, с.250]. В этих случаях 
считают, что она совершает полперехода (положительного или отрица-
тельного), рис. 4.10. 
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Рис. 4.10. Оценка перехода АФЧХ через отрезок вещественной 
оси левее точки Найквиста 

Тогда критерий Найквиста формулируют так: если разомкнутая 
система автоматического управления неустойчива, то для того, чтобы 
замкнутая система была устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы 
разность между числом положительных и отрицательных переходов 
АФЧХ разомкнутой системы через отрезок вещественной оси (–∞, –1) 
при возрастании частоты от 0 до ∞ была равна r/2, где r – число правых 
корней разомкнутой системы. 

Применим это правило к примеру 4.4 при K = 8 (рис. 4.4). 
АФЧХ начинается на отрезке вещественной оси (–∞, –1) при ω = 0 и 

идет сверху вниз, поэтому она совершает половину положительного пере-
хода. Отрицательных переходов нет. Система имеет r = 1 правых корней. 
Разность между числом положительных и отрицательных переходов 
АФЧХ разомкнутой системы через отрезок вещественной оси (–∞, –1) при 
возрастании частоты от 0 до ∞ равна 1/2.  r/2=1/2, следовательно, замкну-
тая система устойчива. 

Приведенные выше примеры показывают, что при отсутствии нуле-
вых полюсов амплитудно-фазовые характеристики разомкнутых систем 
при изменении частоты от –0 до +∞ начинаются и заканчиваются на дей-
ствительной оси и поэтому образуют вместе с ней замкнутый контур. Для 
таких систем справедливы следующие формулировки критерия Найкви-
ста.  

Для того чтобы замкнутая система автоматического управления бы-
ла устойчива, необходимо соблюдение следующих условий. 

1. Если разомкнутая система устойчива, то ее амплитудно-фазовая 
характеристика W(jω) при изменении частоты от 0 до +∞ не должна охва-
тывать точку (–1, j0) на комплексной плоскости. 

2. Если разомкнутая система неустойчива и имеет r корней в пра-
вой полуплоскости, то ее амплитудно-фазовая характеристика W(jω) при 
изменении частоты от 0 до +∞ должна охватывать r/2 раз точку (–1, j0) на 
комплексной плоскости. 
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На практике часто системы регулирования содержат интегрирующие 
звенья. Такие системы называются астатическими. Передаточные функ-
ции разомкнутых астатических систем в общем случае имеют вид: 

 
,

)(

)(
)(

1 pQp

pR
pW   

где υ – т.н. порядок астатизма; 
Q1(p) – полином, не имеющий нулевых корней. 
Комплексная частотная характеристика разомкнутой астатической 

системы: 

  )(

)(
)(

1 


  jQj

jR
jW . 

При нулевой частоте характеристика уходит в бесконечность, таким 
образом, замкнутый контур с вещественной осью не образуется и приве-
денные выше формулировки «не работают». Однако можно руководство-
ваться следующим правилом. 

Для определения устойчивости систем управления с астатизмом 

любого порядка υ достаточно дополнить ветвь АФЧХ дугой 





 


 . 

2
рад  

окружности бесконечно большого радиуса с центром в начале координат 
и начинающейся на положительной действительной оси, а затем приме-
нить критерий Найквиста. 

Другими словами: для того, чтобы применять формулировки крите-
рия Найквиста, использующие понятие контура, для астатической систе-
мы, нужно соединить низкочастотный «конец» ее АФЧХ с положительной 
вещественной полуосью дугой, «охватывающей» начало координат (в на-
правлении против часовой стрелки). 

Пример 4.6. Система с двумя действительными левыми полюсами и 
одним нулевым полюсом.  

Дана ПФ разомкнутой системы: 

 22 2

10

1
)(










 


pp

T
pp

K
pW . 

Построим годограф Найквиста: 
s=tf('s') 
W=10/(s*(s+2)^2) 
figure(1) 
nyquist(W,{1,10}) 
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Рис. 4.11. Годограф Найквиста астатической системы  

Вид годографа Найквиста, рис. 4.11, объясняется наличием множи-
теля p в знаменателе ПФ разомкнутой системы. Система имеет астатизм 
первого порядка: υ=1. Разомкнутая система нейтральна. При ω=0 частот-
ная функция  такой системы обращается в ∞. При ω→∞ модуль КЧХ 

стремится к нулю. Дополним ветвь годографа дугой 





 




 рад. 
22

 ок-

ружности бесконечно большого радиуса с центром в начале координат и 
начинающейся на положительной действительной оси. Полученный кон-
тур не охватывает точку -1, j0, поэтому замкнутая система устойчива. 
Проверим наличие устойчивости с помощью критерия Гурвица. 

Характеристический полином замкнутой системы: 

  .1044102)( 232  ppppppD  

Так как произведение внутренних коэффициентов больше произве-
дения наружных ( 11044  ), то замкнутая система устойчива. 

4.4. Задание  

Система управления (СУ) с единичной обратной связью состоит из 
пропорционального регулятора и объекта, рис. 4.12, ПФ которого пред-
ставляет собой последовательное соединение апериодического и колеба-
тельного звеньев задания (занятие № 1).  
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Рис. 4.12. Схема к заданию 

Требуется: 
1. Исследовать СУ на устойчивость с помощью алгебраических КУ 

при К = 1.  Определить критическое значение  Kкр коэффициента передачи 
пропорционального регулятора. 

2. Исследовать СУ на устойчивость с помощью частотных критериев 
при К = Kкр, К < Kкр и К > Kкр. Построение годографа Михайлова осущест-
вить вручную и с помощью программы: 

clc 
% Вводим символьные переменные 
syms s w 
% Вводим значения критического коэффициента 
K_kr=8.43; K_down=K_kr/2; K_up=K_kr+K_down; 
% Вводим коэффициенты характеристического полинома 
% замкнутой системы 
c0=250000; a3=1; a2=280; a1=7750; a0=62500; 
% Вводим формулы характеристического полинома для 
% различных значений коэффициента передачи 
D_kr=a3*s^3+a2*s^2+a1*s^1+a0+c0*K_kr; 
D_down=a3*s^3+a2*s^2+a1*s^1+a0+c0*K_down; 
D_up=a3*s^3+a2*s^2+a1*s^1+a0+c0*K_up; 
% Подставляем jw вместо s для получения КЧХ 
D_kr_jw=subs(D_kr, 's', w*i); 
D_down_jw=subs(D_down, 's', w*i); 
D_up_jw=subs(D_up, 's', w*i); 
% Задаём вектор частот 
w=0:1:100; 
% Подставляем вектор частот в КЧХ 
D_kr_w=subs(D_kr_jw, 'w', w); 
D_down_w=subs(D_down_jw, 'w', w); 
D_up_w=subs(D_up_jw, 'w', w); 
% Выделяем вещественные и мнимые части КЧХ 
R_kr_w=real(D_kr_w); I_kr_w=imag(D_kr_w); 
R_down_w=real(D_down_w); I_down_w=imag(D_down_w); 
R_up_w=real(D_up_w); I_up_w=imag(D_up_w); 
% Строим годограф Найквиста 
plot(R_kr_w,I_kr_w,R_down_w,I_down_w,R_up_w,I_up_w) 
grid 
Годограф Найквиста построить в MATLAB по команде nyquist.  
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4.5. Контрольные вопросы 

1. Как решить вопрос об устойчивости замкнутой САУ, не прибегая 
к использованию того или иного критерия устойчивости?  

2. Почему возникла необходимость в создании критериев устойчи-
вости? Для каких целей, кроме основной, они еще применяются? 

3. Порядок составления таблицы Рауса и формулировка критерия 
Рауса-Гурвица. 

4. Порядок применения критерия Гурвица. 
5. Формулировка критерия Михайлова. Какие особенности может 

иметь годограф Михайлова? 
6. Формулировка критерия Найквиста. В чем принципиальное отли-

чие критерия Найквиста от критерия Михайлова? 
7. Как построить в Matlab годограф Найквиста? Как изменить преде-

лы величин на осях комплексной плоскости? 
 

 



 85

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ ЗАМКНУТЫХ СИСТЕМ 

УПРАВЛЕНИЯ 

5.1. Запасы устойчивости систем управления 

Система управления должна быть не только устойчивой, но и обла-
дать некоторым запасом устойчивости, чтобы незначительные отклонения 
ее параметров не перевели ее в область неустойчивой работы.  В связи с 
этим введено понятие относительной устойчивости системы – количест-
венной меры запаса устойчивости. Такой мерой может служить близость 
годографа Найквиста к точке (–1, j0) на комплексной плоскости. На рис. 
5.1 показан годограф Найквиста САР с ПФ  

  ppp

K

ppp

K
pW

4242
)(

232 



  , 

комплексная частотная характеристика которой определяется выражением 

  22 42
)(




j

K
jW . 

Годограф построен для двух значений K = 6 и K = 8. Передаточные 
функции обозначены соответственно через H1(p) и H2(p):  

H1=tf(6,[1 2 4 0]),H2=tf(8,[1 2 4 0]) 
nyquist(H1,{0.4,5}),hold on 
nyquist(H2,{0.5,5}),hold off 

При K = K1 = 6 система устойчива. При увеличении K годограф при-
ближается к точке (–1; j0)  и при K = Kкр= 8 проходит через эту точку: сис-
тема на границе устойчивости. При K > 8 годограф охватывает точку 
Найквиста: система неустойчива.  

При K = 6 годограф пересекает вещественную ось в точке 

4

3
75,0 d . Если умножить коэффициент передачи системы на  

d

1
, то по-

лучим его критическое значение, т.е. значение, при котором система ока-

жется на границе устойчивости: 86
3

41
1  K

d
Kкр . 
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Рис. 5.1. Диаграммы Найквиста при различных K 

Первым показателем относительной устойчивости является запас по 
модулю (gain margin) и определяется как величина, обратная модулю ПФ 
разомкнутой системы на частоте, при которой фазовый сдвиг равен –1800: 

d
Gm

1
 , 

где d – расстояние (положительное число) от начала координат до точки 
пересечения годографом Найквиста вещественной оси.  

Представим модуль ПФ разомкнутой системы следующим образом: 

)()(  AKjW , 

где )(A  – модуль АЧХ передаточной ПФ разомкнутой системы с еди-
ничным коэффициентом. 

Тогда при K  = K1  и фазовом сдвиге –1800
 получим модуль, равный d: 

dAKjW  )()( 11 . 

При K = Kкр  модуль равен 1: 

1)()(  AKjW кркр . 
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Разделим второе уравнение на первое и получим формулу для опре-
деления критического коэффициента усиления: 

dAK

AKкр 1

)(

)(

1





 или 11

1
KGK

d
K mкр  . 

Запас по модулю можно выразить в децибелах: 

d
d

G B
m lg20

1
lg20d 






 . 

В нашем примере запас по модулю равен 3333,1
3

4
mG

 
или   

5,275,0lg20
1

lg20d 







d
G B

m  дБ. Он показывает, что коэффициент уси-

ления системы нужно увеличить в 4/3 раза (или на 2,5 дБ), чтобы она ока-
залась на границе устойчивости. В связи с этим можно привести следую-
щее определение. 

Запас по модулю – это число, на которое нужно умножить коэф-
фициент усиления разомкнутой системы, чтобы замкнутая система 
вышла на границу устойчивости.  

Запас по модулю часто также определяют как расстояние (положи-
тельное число) от точки Найквиста до точки пересечения годографом дей-
ствительной оси: 

)(1)(1 111  AKjWA , 

где ω1 – частота, соответствующая фазовому сдвигу –1800. 
Вторым часто используемым показателем относительной устойчи-

вости является запас по фазе (phase margin). 
Запас по фазе определяется наименьшей величиной угла, на ко-

торый надо повернуть годограф Найквиста, чтобы он прошел через 
критическую точку  (–1,  j0). 

На рис. 5.2 запас по фазе обозначен как угол Pm. Он определяется на 
частоте ω2, при которой модуль ПФ разомкнутой системы равен единице: 

)(arg180 2 WPm
 . 
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Рис. 5.2. Запасы устойчивости 

Функция margin вычисляет запасы устойчивости по амплитуде 
(усилению) и фазе, а также соответствующие им частоты по ПФ разомк-
нутой SISO системы. Для этого margin вызывается с выходными аргу-
ментами: 

[Gm,Pm,Wcg,Wcp] = margin(sys) 

Определим относительную устойчивость системы из последнего 
примера. Передаточная функция разомкнутой системы: 

ppp
pW

42

6
)(

23 
  . 

W=tf(6,[1 2 4 0]) 
[Gm,Pm,w1,w2]=margin(W) 
Gm =  1.3333 
Pm =  19.0808 
w1 =  2.0000 
w2 =  1.6838 

Запас по амплитуде составляет Gm=1,3333 и определяется на частоте 
ω1=2 рад/с. Запас по фазе Pm = 19,080 определяется на частоте ω2=1,68  
рад/с. 

На диаграмме на частоте ω2=1,68 рад/с указаны вещественная и 
мнимая части КЧХ. Найдем ее модуль и аргумент на указанной частоте:   

W_jw2=-0.955-0.361j 
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A=abs(W_jw2) 
arg=angle(W_jw2)*180/pi 
A = 1.0210 
arg = -159.2929 

Действительно, модуль приблизительно равен 1, а запас по фазе со-
ставляет oooo

m WP 71,2018029,159180)(arg 2  , т.е. почти o08,19 . 
Небольшое отличие объясняется тем, что на диаграмме Найквиста трудно 
установить маркер в точке, соответствующей заданной частоте ω2. 

Запасы устойчивости по амплитуде и фазе удобнее определять по 
диаграмме Боде, тем более, что функция bode автоматически их рассчи-
тывает. На рис. 5.3 изображена диаграмма Боде для системы с передаточ-
ной функцией 

ppp
pW

42

6
)(

23 
  . 

 
Рис. 5.3. Диаграмма Боде и запасы устойчивости 

Для определения запасов устойчивости можно использовать функ-
цию margin(sys), вызывая ее без левосторонних (выходных) аргумен-
тов. Она строит диаграмму Боде и показывает запасы на графике. 

Пример 5.1. ПФ разомкнутой системы имеет вид: 
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Требуется проверить замкнутую систему с единичной ООС на ус-
тойчивость, определить запасы устойчивости и построить переходную ха-
рактеристику при значении коэффициента усиления разомкнутого контура 
K =10. 

Решение. Решим задачу в MATLAB. Построим диаграммы Найкви-
ста и Боде, а также переходную характеристику: 

s=tf('s') 
W=10*(s+2)/((s+1)*(s^2+2*s+4)) 
figure(1) 
nyquist(W,'k') 
figure(2) 
bode(W,'k'),grid 
[Gm,Pm,w1,w2]=margin(W) 
figure(3) 
T=feedback(W,1) 
step(T,'k'),grid 
>> 
Gm =  Inf 
Pm =   26.0559 
w1 =   Inf 
w2 =   3.5354 

 
Рис. 5.4. Диаграмма Найквиста для примера 5.1 
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Так как разомкнутая система состоит из устойчивых звеньев, то она 
устойчива. Годограф Найквиста не охватывает точку (–1, j0), поэтому 
замкнутая система устойчива. 

 Рассмотрим диаграмму Боде. Так как ЛФЧХ не пересекает ось –
1800, то система обладает бесконечно большой устойчивостью (Gm = Inf). 
Запас по фазе составляет Pm=26,060 при частоте ω2=3,53 рад/с. 

 
Рис. 5.5. Диаграмма Боде и запасы устойчивости 

Многочисленные исследования показывают, что запас по модулю 8 
дБ и более обычно является достаточным, тогда как запас менее 5 дБ явно 
недостаточен. Аналогично, запас по фазе 500 и более обычно является 
приемлемым, запас же менее 300 обычно недопустим.  

5.2. Задание 

1. Для схемы на рис. 1.7, по данным таблицы 1.1 определить по кри-
терию Гурвица критический коэффициент передачи замкнутой системы.   
Найти значение коэффициента передачи, обеспечивающее запас устойчи-
вости по модулю 2mG . 

2.  Построить годограф Найквиста при крKK   и при найденном 

значении коэффициента передачи. 

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

System: W
Frequency (rad/sec): 3.54

Magnitude (dB): 0.0057

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

-180

-135

-90

-45

0

System: W
Phase Margin (deg): 26.1
Delay Margin (sec): 0.129
At frequency (rad/sec): 3.54
Closed Loop Stable? Yes

P
ha

se
 (

de
g)



 92

5.3. Контрольные вопросы 

1. Какие запасы устойчивости используются при анализе и синтезе 
САУ? Что под ними понимается?  

2. Как вручную определить запасы устойчивости по годографу 
Найквиста и диаграммам Боде, построенным для разомкнутой системы? 

3. Как в Matlab определить запасы устойчивости по годографу Найк-
виста и диаграммам Боде? 

4. Как в Matlab определить запасы устойчивости программным спо-
собом? 
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6. КОРНЕВОЙ ГОДОГРАФ ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 
УПРАВЛЕНИЯ 

6.1. Понятие корневого годографа 

Одним из методов анализа и синтеза систем управления является ме-
тод корневого годографа (КГ), который даёт возможность исследовать 
собственное движение систем и осуществлять выбор их параметров в 
процессе синтеза. 

Показатели качества систем управления с обратной связью (ООС) 
тесно связаны с положением на комплексной плоскости корней характе-
ристического уравнения, т.е.  полюсов ПФ замкнутой системы. Желаемые 
показатели качества можно обеспечить путем выбора того или иного па-
раметра системы. Если этот параметр, например коэффициент усиления, 
изменять в широком диапазоне, то корни характеристического уравнения 
будут перемещаться на комплексной плоскости. Траектории корней обра-
зуют корневой годограф.  

Метод корневого годографа применяется и в тех случаях, когда 
варьируются два или более параметра (например, для систем с ПИД-
регулятором, имеющим три настраиваемых параметра), кроме того, с по-
мощью КГ можно также определять чувствительность системы к малому 
изменению параметра. 

Корневым годографом называют совокупность траекторий, кото-
рые описывают корни характеристического уравнения (полюса переда-
точной функции) замкнутой системы управления на комплексной плоско-
сти при изменении одного из параметров. 

КГ системы n-го порядка – это совокупность n ветвей, вычерчивае-
мых корнями на комплексной плоскости при изменении любого из пара-
метров системы.  

Рассмотрим систему общего вида, представленную на рис. 6.1, где 
коэффициент усиления K изменяется от 0 до ∞. 

 

Рис. 6.1. Система для изучения метода корневого годографа 

ПФ  G(p) есть произведение передаточных функций объекта и регу-
лятора. Регулятор имеет единичный коэффициент передачи. H(p) – пере-
даточная функция измерительного преобразователя выходной величины 
системы. 
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Динамические свойства замкнутой системы определяются ее ПФ 

)()(1

)(
)(

pHpKG

pKG
pT


 . (6.1) 

Характеристическое уравнение  системы: 

,0)()(1  pHpKG  (6.2) 

ПФ разомкнутой системы можно записать в виде дробно-
рациональной функции с постоянными коэффициентами: 
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Значение pi принадлежит корневому годографу тогда и только тогда, 
если pi удовлетворяет уравнению (6.2), т.е. является корнем характеристи-
ческого уравнения. 

С учетом (6.2) и (6.3) характеристическое уравнение замкнутой сис-
темы может быть приведено к виду: 

0
)(

)(
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Из уравнения следует, что начальными точками КГ при K = 0 явля-
ются полюса ПФ разомкнутой системы. На комплексной плоскости эти 
корни будем обозначать крестиками. Предельными точками части ветвей 
годографа – корнями характеристического уравнения при K = ∞ являются 
нули ПФ разомкнутой системы, т.е. корни уравнения  

.00
1

1  
 bpbpb m

m
m

m   

 Нули будем обозначать кружочками (ноликами). Т.к. обычно число 
нулей меньше числа полюсов (m < n), то в предельных точках заканчива-
ются только m ветвей годографа, остальные n – m ветвей уходят в беско-
нечность, асимптотически приближаясь к прямым (асимптотам). Проце-
дура построения КГ будет рассмотрена ниже, а здесь мы рассмотрим при-
мер системы с единичной ОС, имеющей в замкнутом состоянии свойства 
звена второго порядка. 

Пусть 
)10(

1
)(




pp
pG  и 1)( pH . 



 95

Тогда 
)10(
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)()()(


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pHpGpP , и характеристическое уравнение при-

нимает вид: 
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KpPK  

или 0102  Kpp . 

При K = 0 корни имеют значения 

p1=0  и p2= –10. 

Это  полюса передаточной функции P(p)=G(p)H(p), т.е. ПФ ра-
зомкнутой системы. Нулей эта функция не имеет, поэтому ветви КГ 
должны уходить в бесконечность. 

Найдем корни характеристического уравнения для ряда значений K. 
Например, при 10K  

15510
2

10

2

10
2

2,1 





p , 13,11 p ,  87,82 p . 

Результаты сведем в таблицу 6.1. По данным таблицы строим КГ. 
Анализ годографа показывает, что его ветви начинаются в полюсах P(p). 
При K < 25 оба корня являются вещественными и соответствуют разным 
постоянным времени; при K = 25 корни характеристического уравнения 
становятся равными, при дальнейшем увеличении K ветви отрываются от 
действительной оси и уходят в бесконечность. 

Таблица 6.1. Значения полюсов разомкнутой системы 

 K 10 20 25 30 40 50 60 

p1 –1,13 –2,76 –5,0 –5+j2,24 –5+j3,87 –5+j5 –5+j5,92 

p2 –8,87 –7,24 –5,0 –5–j2,24 –5–j3,87 –5–j5 –5–j5,92 
 
Таким образом, корни характеристического уравнения замкнутой 

системы могут быть действительными и разными, действительными и 
равными или комплексно-сопряженными. Последнее свидетельствует о 
том, что КГ симметричен относительно действительной оси. 

В MATLAB корневой годограф строит функция rlocus: 
P=tf(1,[1 10 0]) 
rlocus(P) или  rlocus(1,[1 10 0]) 
В результате получим график КГ, рис. 6.2: 
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Рис. 6.2. Корневой годограф 

На корневом годографе можно проследить за траекториями корней. 
На рис. 6.2 показаны две ветви. Одна ветвь обозначена непрерывной ли-
нией и начинается в нулевом корне. Двигаясь по ней, корень перемещает-
ся сначала справа налево и в точке p = –5 уходит вверх. Другая ветвь (обо-
значена прерывистой линией) начинается в точке с абсциссой p2= –10. Со-
ответствующий корень перемещается сначала слева направо, в точке p  =  
–5  уходит вниз.  

Функция rlocus(sys1,sys2,...)строит корневые годографы не-
скольких систем на одном графике. С помощью дополнительных парамет-
ров для каждой системы можно задавать цвет и стиль линий, а также мар-
кер. При этом каждая системы sys может быть задана любой из трех мо-
делей: SS, TF или ZPK.  

Рассмотрим более сложный пример: пусть в цепи обратной связи на-
ходится датчик с ПФ инерционного звена: 
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0
5015

5
1

)5)(10(

5
1)(1

23

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


ppp
K

ppp
KpPK  

или 055015 23  Kppp . 
Полюсами ПФ разомкнутой системы являются следующие корни: 

p1=0,  p2= –5  и,  p3= –10. 

Передаточная функция разомкнутой системы нулей не имеет. 
Следовательно, ветви КГ начинаются на действительной оси в точ-

ках с координатами 0, –5 и –10, а заканчиваются в бесконечности. По-
строим КГ с помощью MATLAB, рис. 6.3. 

rlocus(5,[1 15 50 0]) 

 
Рис. 6.3. Корневой годограф с тремя полюсами 

Проанализируем КГ. Ветви начинаются в полюсах передаточной 
функции P(p): первая ветвь начинается в начале координат, корень по ней 
перемещается сначала справа налево, а в точке отрыва уходит вверх и 
вправо. Вторая ветвь начинается в точке с ординатой  p2= –5, корень по 
ней перемещается слева направо, а в точке отрыва уходит вниз и вправо. 
Третья ветвь начинается в точке с ординатой p3= –10, корень по ней пере-
мещается справа налево. Все ветви уходят в бесконечность,  так как пере-
даточная функция P(p) не имеет нулей.  

6.2. Построение корневого годографа в асимптотическом виде 

Существует метод «ручного» построения корневого годографа в 
асимптотическом виде. Несмотря на то, что в настоящее время КГ легко 
можно построить с помощью компьютерных программ, в частности 
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MATLAB, метод не теряет актуальности, поскольку наглядно демонстри-
рует основные закономерности в поведении корней на комплексной плос-
кости при изменении коэффициента передачи разомкнутой системы.  

Процедура, позволяющая получить приближенный вид КГ, состоит 
из десяти этапов. При изложении этих этапов в качестве примера исполь-
зуем предыдущий, в котором ПФ разомкнутой системы при коэффициенте 
усиления K = 1 задана в виде 

pppppp
pHpGpP

5015

1

)5)(10(

1
)()()(

23 



 . 

Этап 1: Записывается характеристическое уравнение в таком виде, 
чтобы варьируемый параметр входил в уравнение как множитель: 

0)(1  pPK . 

В нашем случае характеристическое уравнение имеет вид: 

0
5015

1
1
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




ppp
K . 

Этап 2: P(p) представляется в виде дроби с использованием нулей и 
полюсов этой функции: 
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Для рассматриваемого примера получим: 

0
)5)(10(

1
1 




ppp
K . 

Полюсами функции P(p)  являются следующие корни: 

p1 =0,  p2= –5 и, p3= –10. 

Нулей функция P(p) не имеет. 
Этап 3: Полюсы и нули функции P(p) размещаются на комплексной 

плоскости. Траектории корней начинаются в полюсах этой функции. У 
большинства функций P(p) полюсов n больше, чем нулей m, поэтому 
α=n–m  ветвей уходят в бесконечность. В данном примере все ветви ухо-
дят в бесконечность (m = 0). Корневой годограф должен быть симметри-
чен относительно действительной оси, так как комплексные корни обра-
зуют комплексно-сопряженные пары. 

Этап 4: Выделяются отрезки или участки действительной оси, при-
надлежащие корневому годографу. Эти отрезки лежат всегда слева от не-
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четного числа вещественных особенностей (полюсов и нулей) ПФ ра-
зомкнутой системы. 

Как следует из рис. 6.3, участок между полюсами   p2= –5  и  p3= –10 
не принадлежит КГ, т.к. находится слева от четного числа полюсов. Этот 
участок отмечен пунктирной линией. 

Этап 5: Определяются асимптоты КГ. Если ПФ разомкнутого кон-
тура имеет относительный порядок α=n–m, то при K→∞ корневой годо-
граф стремится к α асимптотам, расположенным под углами 


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
 

и пересекающими действительную ось в точке, определяемой выражением 
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т.е. три асимптоты  исходят из центра в точке 5 a под указанными уг-

лами . 
Этап 6: Определяются точки отрыва КГ от действительной оси. Эти 

точки появляются среди корней уравнения 
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где )( pB  и )( pA  есть числитель и знаменатель функции 
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В примере расчета  
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1)( pB  и ppppA 5015)( 23  . 

Поэтому уравнение принимает вид: 

050303 2  pp . 

Корни уравнения можно получить с помощью функции roots 
Matlab: 

r=roots([3 30 50]) 
>>r = 
   -7.8868 
   -2.1132 
Поскольку первый корень 8868,71 op  лежит на отрезке, не при-

надлежащем КГ, точкой отрыва ветвей КГ является 1132,22 op . При 
этом коэффициент усиления принимает значение, которое можно опреде-
лить из характеристического уравнения 0)(1  pPK  при p = p2о: 

0
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K . 

Отсюда 

  ooo pppK 2
2

2
3

2 5015  

          1132,2501132,2151132,2 23 48,11. 

Для выполнения  шестого этапа можно воспользоваться функцией 
polyder программы MATLAB,  вычисляющей производную полинома,  
произведения и частного двух полиномов. Функция вызывается следую-
щим образом: 

k = polyder(p) 
k = polyder(a,b) 
[q,d] = polyder(b,a) 
Операндами a,b и p являются вектора коэффициентов полиномов 

в порядке убывания степени. 
Вызов k = polyder(p) возвращает производную полинома p. 
Вызов k = polyder(a,b) возвращает производную произведения 

полиномов a и b. 
Вызов [q,d] = polyder(b,a) возвращает числитель q и знамена-

тель d производной отношения двух полиномов b/a. 
Найдем корни числителя производной отношения двух полиномов 

нашего примера: 
b=1;a=[1 15 50 0]; 
[q,d]=polyder(b,a); 
q = 
    -3   -30   -50 
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R=roots(q) 
R = 
   -7.8868 
   -2.1132 
Такой же результат получен ранее. 
Найдем также значения коэффициентов усиления, соответствующие 

полученным корням: 
b=1;a=[-1 -15 -50 0]; 
[q,d]=polyder(b,a); 
R=roots(q) 
K=polyval(a,R) 
В командном окне получим 
R = 
   -7.8868 
   -2.1132 
K = 
  -48.1125 
   48.1125 
Этап 7: Определяются точки, в которых КГ пересекает мнимую ось 

(если такие точки имеются). Пересечение корневым годографом мнимой 
оси легко установить с помощью критериев устойчивости, которые будут 
рассмотрены в дальнейшем. Для полинома третьей степени 

01
2

2
3

3 apapapa   можно воспользоваться следующим правилом: кор-
ни полинома третьей степени находятся в левой полуплоскости комплекс-
ной плоскости, если произведение внутренних коэффициентов больше 
произведения наружных, т.е. .0312 aaaa   При 0312 aaaa   корни становятся 
мнимыми (коэффициент передачи принимает критическое значение).  

В нашем случае характеристическое уравнение имеет вид: 
05015 23  Kppp , поэтому 

7505015 крK . 

Таким образом, система устойчива при  0 <K <750. Границе устой-
чивости соответствует коэффициент усиления K=750, при котором корни 
характеристического уравнения имеют значения: 

R=roots([1 15 50 750]) 
>>R = 
 -15.0000           
   0.0000 + 7.0711i 
   0.0000 - 7.0711i 
При K = 750 составляющая переходной характеристики, соответст-

вующая вещественному отрицательному корню, быстро затухнет, и в сис-
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теме установятся колебания с частотой, равной мнимой части мнимого 
корня: 0711,7  рад/с. Период колебаний 889,00711,7/2/2 T  с. 

Построим с помощью MATLAB переходную характеристику, рис. 
6.4.  

% ПФ разомкнутой системы 
W=tf(750,[1 15 50 0]) 
>>  
Transfer function: 
        750 
------------------- 
s^3 + 15 s^2 + 50 s 
% ПФ замкнутой системы с единичной связью 
T=feedback(W,1) 
>>  
Transfer function: 
           750 
------------------------- 
s^3 + 15 s^2 + 50 s + 750 
% Интервал времени для переходной характеристики 
t=[0:0.0001:3]; 
% Переходная характеристика 
step(T,t) 

 

Рис. 6.4. Временная диаграмма незатухающих колебаний 
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Из диаграммы следует, что система совершает незатухающие коле-
бания с периодом 9,0T  с. 

Этапы 8 – 10  позволяют определить углы выхода КГ из комплекс-
ных полюсов и углы входа в комплексные нули, положение корней, удов-
летворяющих угловому критерию 360180)(arg 0  qpP , q=1,2, …, и па-
раметр K, соответствующий каждому такому корню. Эти этапы не рас-
сматриваются. 

6.3. Примеры построения и использования корневого годографа 

Пример 6.1. Требуется построить КГ системы рис. 6.5.  

     

Рис. 6.5. Структурная схема к примеру 6.1 

Решение. 
Так как ПФ разомкнутой системы при K = 1 равна 
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характеристическое уравнение принимает вид: 
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или 

  05,15,022  pKpp . 

Нули и полюса ПФ разомкнутой системы имеют значения: 

z1= –3; p1=0;  p2=2. 

КГ имеет две ветви, и они начинаются на действительной оси в по-
люсах, т.е. в точках с координатами 0 и  2; одна ветвь  заканчиваются в 
точке (–3) на действительной оси, а вторая – в бесконечности.  

ПФ разомкнутой системы имеет один нуль, ее относительная сте-
пень равна единице, поэтому на КГ имеется одна асимптота, которая на-
чинается в точке  
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и  расположена под углом 
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Определим точки отрыва ветвей КГ, в которых корни являются дей-
ствительными и равными: 

 35,0)(  ppB ;     pppppA 22)( 2  ; 

   
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pA ; 

     02235,025,0 2  pppp ;   0662  pp . 

Корни этого уравнения определены с помощью Matlab: 
r=roots([-1 -6 6]) 
r = 
   -6.8730 
    0.8730 
Точке отрыва соответствует второй корень r2=0,873 (первый корень 

r1= –6,873  место  встречи ветвей годографа на действительной оси, где 
корни характеристического уравнения становятся также вещественными и 
равными). 

Значение коэффициента усиления при известном корне можно найти 
с помощью характеристического уравнения  

  05,15,022  pKpp ,  

откуда 
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При p =  0,873 получим: 

 






5,1873,05,0

873,02873,0
2K 0,508. 

При p = –6,873: 

 






5,1873,65,0

873,62873,6
1K 31,5. 
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Определим точки, в которых КГ пересекает мнимую ось, т.е. система 
находится на границе устойчивости, а корни характеристического уравне-
ния 05,1)25,0(2  KpKp  являются мнимыми. В этих точках коэффи-
циент характеристического уравнения при p в первой степени будет равен 
нулю: 

025,0 K , 

4
5,0

2
K . 

Характеристическое уравнение примет вид: 

062 p . 

Отсюда получаем значения двух мнимых (сопряженных) корней: 

45,266,21 jjp    с-1. 

Таким образом, при K = 4 в замкнутой системе управления имеют 
место незатухающие гармонические колебания с угловой частотой ω = 
2,45 рад/с (с периодом T = 2π/ω = 2π/2,45 = 2,56 с). Построим отклик сис-
темы на единичное ступенчатое воздействие, рис. 6.6. 

K=4 
W=zpk([-3],[0 2],K) 
T=feedback(W,0.5) 
step(T,[0:0.1:10]) 
>> 
Zero/pole/gain: 
4 (s+3) 
------- 
s (s-2)  
Zero/pole/gain: 
 4 (s+3) 
---------- 
(s^2  + 6) 
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Рис. 6.6. Незатухающие колебания к примеру 6.1 

Проверим правильность расчетов с помощью функции rlocus,  
рис. 6.7. 

   

Рис. 6.7. Корневой годограф к примеру 6.1 
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Gain: 21.9
Pole: -4.46 + 3.58i
Damping: 0.78
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System: sys
Gain: 0.508

Pole: 0.873 - 1.71e-008i
Damping: -1

Overshoot (%): Inf
Frequency (rad/sec): 0.873

System: sys
Gain: 31.5
Pole: -6.87 - 1.57e-007i
Damping: 1
Overshoot (%): 0
Frequency (rad/sec): 6.87

System: sys
Gain: 3.93
Pole: 0.0113 - 2.42i
Damping: -0.00468
Overshoot (%): 101
Frequency (rad/sec): 2.42
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Перемещая маркер по КГ, можно наблюдать значения показателей 
качества системы. Пусть, например, требуется обеспечить перерегулиро-
вание (overshoot) σ < 2%. Найденная точка показана на рис. 6.1:  

σ = 1,99%, p = –4,46+j3,58, K = 21,9. 
Итак, анализ КГ системы управления позволяет сделать следующие 

выводы: 
1. Система устойчива при значениях коэффициента усиления, нахо-

дящихся в диапазоне 4 < K < ∞. 
2. При K = 4 система находится на границе устойчивости. 
Пример 6.2. Задана передаточная функция разомкнутой системы: 

 
   )(

)(

)(

844

6
)(

2
pKP

pA

pB
K

pppp

pK
pWr 




 . 

Требуется построить КГ. 
Решение. Нули и полюса ПФ разомкнутой системы: 

22;22;4;0;6 33211 jpjpppz  . 

Построим КГ в Matlab: 
s=tf('s') 
H1=(s+6)/(s*(s+4)*(s^2+4*s+8)) 
rlocus(H1) 

 
Рис. 6.8. Корневой годограф для примера 6.2. 
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Передвигая маркер по любой из ветвей КГ, помимо изменения ко-
эффициента усиления (Gain) можно наблюдать также изменение коэф-
фициента демпфирования ξ (Damping), перерегулирования  
(Overshoot) и частоты (Frequence) соответствующей составляющей 
свободного движения замкнутой системы. При этом следует иметь в виду, 
что Frequence – это не частота колебаний составляющей, а величина, 
обратная ее постоянной времени, численно равная модулю корня. (Часто-
та колебаний равна мнимой части корня.)  

6.4. Задание 

Построить вручную корневой годограф по приведенной выше мето-
дике для замкнутой системы с единичной обратной связью. Разомкнутая 
система состоит из апериодического и колебательного звеньев из задания  
к занятию №1. Коэффициент передачи разомкнутой системы K = K1K2 из-
меняется от нуля до бесконечности. Определить значение критического 
коэффициента. Проверить результат в MATLAB. Построить переходную 
характеристику замкнутой системы с единичной обратной связью при 
критическом коэффициенте передачи.   

6.5. Контрольные вопросы 

1. Порядок построения КГ. Где начинаются и где заканчиваются его 
ветви и почему? 

2. Какие возможности предоставляет КГ проектировщику САУ? 
3. Какие участки вещественной оси принадлежат КГ? 
4. Как найти точку отрыва ветвей КГ от вещественной оси? Какими 

будут корни характеристического уравнения замкнутой системы в этой 
точке? 

5. Как вызвать в замкнутой САУ незатухающие колебания? 
6. Привести команды, которые применяются в Matlab для построе-

ния КГ. Как программно изменить предельные значения осей комплекс-
ной плоскости при построении КГ? 
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7. ТОЧНОСТЬ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ В 
УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМАХ 

7.1. Общие сведения 

Проектируемая САР должна удовлетворять заданным показателям 
качества. Одним из таких показателей является точность в установивших-
ся режимах. 

САР может находиться в одном из двух режимов: стационарном 
(установившемся) и переходном. В свою очередь, стационарные режимы 
подразделяются на статические (статика) и динамические. Состояние сис-
темы, в котором управляемая (выходная) величина не изменяется во вре-
мени, называется статическим стационарным режимом. Статический 
режим имеет место при постоянных во времени входных воздействиях. 
Связь между входами и выходами системы в статическом режиме описы-
вается алгебраическими уравнениями. Для линейных систем эти уравне-
ния линейны. Коэффициент пропорциональности k, связывающий некото-
рую входную и некоторую выходную величины системы в статическом 
режиме называется коэффициентом передачи. Для получения коэффици-
ента передачи необходимо в передаточную функцию, связывающую эти 
величины, подставить p = 0. Это соответствует равенству нулю производ-
ных сигналов, т.е. их постоянству. 

Динамический стационарный режим характеризуется непрерывным 
изменением управляемой величины во времени по определенному закону. 
При этом оценивается качество вынужденной составляющей движения. 

Рассмотрим замкнутую систему регулирования с двумя входными 
воздействиями: задающим g(t) и возмущающим f(t), рис. 7.1.  

 
Рис. 7.1. Схема замкнутой системы управления 

На рисунке обозначено: Wр(p) – ПФ регулятора, Wоб(p) – ПФ объек-
та.  

ПФ разомкнутой системы: 
W(p) = Wр(p)Wоб(p),  
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Далее будем использовать четыре передаточные функции.  

1) ПФ канала задание  выходная величина: 

 
 

 
 pW

pW

pWpW

pWpW

pg

py
pT пр

роб

роб
g 





1)(1

)(

)(

)(
)( . 

2) ПФ канала возмущение  выходная величина: 

   
 
 pW

pW

pWpW

pW

pf

py
pT об

роб

об
f 





1)(1

)(

)(

)(
. 

3) ПФ канала задание  ошибка регулирования: 

   pWpWpWpg

pe
pT

роб
eg 





1

1

)(1

1

)(

)(
)( . 

4) ПФ канала возмущение  ошибка регулирования: 

     pW

pW

pWpW

pW

pf

pe
pT об

роб

об
ef 








1

)(

)(1

)(

)(

)(
. 

Выходная величина и входные воздействия связаны операторным 
уравнением: 

    fpTgpΤy fg  . 

Аналогичное уравнение для ошибки регулирования: 

    fpTgpΤe efeg   

Ошибка имеет две составляющие. Одна связана с задающим воздей-
ствием (ошибка слежения),  другая – с возмущением: 

)()()( tetete fg  . 

7.2. Статическая точность 

Значения составляющих ошибки в установившемся режиме (при g = 
const и f = const) можно найти с помощью теоремы о конечном значении 
оригинала: 

  g
W

gpTe eg
p

g 01

1
)(lim

0 



;  

 
  f

W

W
fpTe об

ef
p

f 01

0
)(lim

0 





. 
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Передаточные функции  0W  и  0обW  могут иметь нулевые полюса 
или не иметь их.  

Системы, у которых  0W  и  0обW  не имеют нулевых полюсов, на-
зываются статическими. В статических системах объект и регулятор яв-
ляются статическими элементами: 

обоб )0( kW  ,  

рег(0) kWр  . 

Уравнения статики статической системы:  

,
11 регрег

рег f
kk

k
g

kk

kk
y

об

об

об

об





  

f
kk

k
g

kk
e

об

об

об регрег 11

1







 . 

Точность статической системы тем выше, чем больше коэффици-
ент передачи разомкнутого контура регkkk обк  . 

Точность воспроизведения сигнала задания в статической системе 
характеризуется коэффициентом статизма: 

коб kkk
S







1

1

1

1

рег

. 

Точность статической системы считается удовлетворительной, если 
коэффициент статизма составляет . Это значит, что общий ко-
эффициент передачи разомкнутого контура должен находиться в диапазо-
не . 

Пример 7.1. Рассмотрим систему регулирования температуры в по-
мещении путем изменения степени открытия вентиля на линии подачи па-
ра в радиаторы отопления. Выходной величиной объекта является темпе-
ратура, измеряемая в определенной точке комнаты (в градусах Цельсия). 
Передаточная функция объекта: 

.
110

5,2
)(




p
pWоб

 

Пусть выбран регулятор пропорционального типа, т.е. рег)( kpWр  , тогда 

передаточная функция разомкнутой системы: 

110

5,2
)()()(




p

k
pWpWpW рег

обр . 

01,01,0 S

10010êk
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При задании g = C50 , коэффициенте передачи регулятора 10регk  и 
в отсутствие возмущений установившаяся ошибка составит  

Cg
kk

e o
ст

об
gст 92,150

105,21

1

1

1

рег







 . 

Следовательно, в комнате установится температура 

 Ct o08,4892,150  . 

В большинстве случаев статическая зависимость выходной величи-
ны от возмущений является нежелательной. Полного устранения статиче-
ской ошибки путем увеличения коэффициента передачи добиться невоз-
можно. Увеличивая коэффициент передачи регулятора, можно уменьшить 
ошибку до приемлемого значения, однако динамические характеристики 
системы при этом ухудшаются. Часто система с пропорциональным регу-
лятором практически не работоспособна, поскольку при коэффициенте, 
обеспечивающим заданную точность, она становится недопустимо коле-
бательной или вообще теряет устойчивость.  

Имеются два пути устранения статической ошибки: введение в сис-
тему интегрирующего звена, и компенсация возмущения специальным 
устройством (или алгоритмическим блоком). 

Системы, у которых  0W  и  0обW  имеют нулевые полюсы, называ-
ются астатическими. Интегрирующие звенья, которые и дают эти полю-
сы, могут находиться как в составе управляющего устройства (регулято-
ра), так и в составе объекта. Рассмотрим оба случая. 

1. Астатическое управляющее устройство (регулятор). 
Передаточная функция регулятора: 

p

pW
pW р

р

)(
)(


 . 

Передаточные функции составляющих ошибки будут иметь вид: 
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Подставив в эти выражения p = 0, получим: 

0)0( egT ;    00 efT . 
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Таким образом, если астатическим является регулятор, то все воз-
мущения, приложенные к объекту, не будут создавать статического от-
клонения его выходной величины. Устраняется и ошибка, вызванная за-
дающим воздействием. 

Пример 7.2. Рассмотрим ту же систему регулирования температуры, 
что и в примере 7.1, но в качестве регулятора выберем пропорционально-
интегральный регулятор или ПИ-регулятор, передаточную функцию кото-
рого можно представить в виде: 

p

KpK

p

K
KpW IPI

Pр


)( . 

Структурная схема системы с ПИ-регулятором представлена на рис. 
7.2.  

 
Рис. 7.2. Схема системы с ПИ-регулятором к примеру 7.2 

ПФ ошибки по возмущению имеет вид: 
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Передаточная функция разомкнутой системы: 
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 Передаточные функции составляющих ошибки: 
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Подставив в эти выражения  p = 0, получим: 

0)0( egT ,   00 efT . 

Таким образом, ошибка при постоянном входном воздействии и по-
стоянном возмущении равна нулю вне зависимости от параметров систе-
мы.  

2. Астатический  объект управления. 
Объект имеет передаточную функцию 

. 

Передаточные функции составляющих ошибки: 
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Подставив в эти выражения p = 0, получим: 
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Ошибка по возмущению: 

f
k
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1
 . 

Таким образом,  возмущения, приложенные к входу астатического 
объекта управления, будут создавать статическое отклонение его вы-
ходной величины. Ошибка, вызванная задающим воздействием, устраня-
ется. 

7.3.  Динамическая точность 

Динамические стационарные режимы имеют место в системе, когда 
внешние воздействия изменяются по определенному установившемуся за-
кону, а переходной процесс окончен. 

Качество этих режимов принято оценивать при типовых воздействи-
ях, в частности при гармоническом воздействии и воздействиях, изме-
няющихся с постоянными скоростью и ускорением (в общем случае – с 
постоянной k-ой производной).  

p

pW
pW îá

îá

)(
)(



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Качество динамического стационарного режима при гармоническом 
воздействии определяется по частотным характеристикам системы. 

При исследовании точности в установившихся динамических режи-
мах, вызванных воздействиями, изменяющимися с постоянной  k-ой про-
изводной, важными являются следующие понятия: порядок астатизма и 
порядок воздействия. 

Количество интегрирующих звеньев, т.е. число свободных интегра-
торов в составе системы, называют порядком астатизма или типом сис-
темы. Порядок фиксированной производной называют порядком воздей-
ствия. Так, если входное воздействие изменяется по линейному закону, 
т.е. g(t)=vt, то первая производная этого воздействия постоянна (фиксиро-
вана), и воздействие имеет первый порядок. Воздействие второго порядка 
изменяется с постоянным ускорением g(t) = at2/2, т.к. именно его вторая 
производная является фиксированной. Естественно, постоянное во време-
ни воздействие имеет нулевой порядок. Таким образом, порядок воздейст-
вия – это показатель степени при t в формуле входного воздействия вида 

kttg )( . 
Операторное изображение входного воздействия: 

1

!


k
k

p

k
t . 

Если k=0, то 
p

ttg
1

1)( 0  . Если k=1, то 
2

1 1
)(

p
tttg  , и воз-

действие имеет первый порядок. И так далее.  
Установившуюся ошибку по задающему воздействию, или ошибку 

слежения eg(t) можно найти с помощью теоремы о конечном значении 
оригинала: 

)(
)(1

1
lim

0
pG

pW
pe

p
g 





. 

Пусть N – порядок астатизма. В этом случае ПФ разомкнутой систе-
мы можно записать в виде:  

)(

)(
)()()(

pQp

pF
pWpWpW

Nобр  . 

Тогда для установившейся ошибки можно получить формулу: 
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1

lim
0

pG
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p

e

N
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g 





. 

Используя эту формулу, можно вычислить установившуюся ошибку 
для трех видов входных воздействий. 
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1) Реакция на ступенчатое воздействие 

Изображение единичного ступенчатого воздействия 
p

pG
1

)(  , по-

этому установившаяся ошибка 
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p
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где  
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00 pQp
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pWK

Npp
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
. 

В случае если в этом выражении 1N , коэффициент Ks бесконечно 
велик и установившаяся ошибка равна нулю. Таким образом, для системы 
с порядком астатизма N = 1 и выше установившаяся ошибка при нулевом 
порядке воздействия равна нулю. Для системы с порядком астатизма N = 
0, т.е. для статической системы, установившаяся ошибка постоянна и оп-
ределяется выражением: 
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где Kраз – коэффициент передачи разомкнутой системы. 
Если к системе приложено ступенчатое воздействие величиной A, то 

установившаяся ошибка равна: 

s
g K

A
e




1
. 

2) Реакция на линейно изменяющееся воздействие 
Изображение линейно возрастающего воздействия ttg )( : 
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1
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Установившаяся ошибка: 
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где  
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)(

)(
lim)(lim

100 pQp

pF
ppWK

Npp
v 

 . 

Для системы с порядком астатизма 2N  и выше коэффициент Kv 
бесконечно велик и установившаяся ошибка, вызванная линейным воз-
действием, равна нулю. Для системы типа N = 1 установившаяся ошибка 
конечна, отлична от нуля и определяется выражением: 

раз
p

g КppW
e






1

)(lim

1

0

, 

где .
)0(

)0(

Q

F
К раз   

Для статической системы (N = 0) коэффициент  Kv  равен нулю, что 
говорит о бесконечно большой ошибке. Фактически ошибка линейно воз-
растает во времени. 

Если входное воздействие изменяется со скоростью A, то устано-
вившаяся ошибка будет равна: 

v
g K

A
e  . 

3) Реакция на воздействие, изменяющееся с постоянным ускорением 

Изображение воздействия вида 
2

)(
2t

tg  : 

3

1
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p
pG  ,  

Установившаяся ошибка 
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Для системы с порядком астатизма 3N  и выше коэффициент Ka 
бесконечно велик и установившаяся ошибка равна нулю. Для системы с 
порядком астатизма N = 2 установившаяся ошибка конечна, отлична от 
нуля и определяется выражением: 
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Для систем с порядками астатизма N = 0 и N = 1  ошибка неограни-
ченно возрастает. 

Полученные результаты для удобства сведем в таблице 7.1. 

Таблица 7.1. Значения установившейся ошибки 

Тип системы 
N 

Воздействия 
Коэффициенты 

ошибок 
t0 t1 0,5t2 

1/p 1/p2 1/p3 

0 
sK1

1
 ∞ 

∞ )(lim
0

pWK
p

s 
  

1 0 
vK

1
 ∞ )(lim

0
ppWK

p
v 
  

2 0 0 
aK

1
 )(lim 2

0
pWpK

p
a 
  

 
Из таблицы следует, что чем выше порядок астатизма системы, тем 

большей точностью она обладает в установившемся режиме. Однако сис-
темы с порядком астатизма 2 и выше требуют специальных мер для обес-
печения устойчивости и качества переходных процессов. 

Более общим методом расчета установившихся значений сигнала 
ошибки является метод коэффициентов ошибок. С помощью этого мето-
да можно определить возрастающие во времени вынужденные состав-
ляющие сигнала ошибки.  

Если входной сигнал g(t) изменяется достаточно медленно, то уста-
новившаяся ошибка воспроизведения задающего воздействия может быть 
представлена в виде ряда 
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Коэффициенты ошибки 310 ,, CCC  и т.д. вычисляются по передаточ-
ной функции для ошибки слежения и ее производным по p при p=0: 
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Коэффициент C0 принято называть коэффициентом статической или 
позиционной ошибки; коэффициент C1  – коэффициентом скоростной  
ошибки; коэффициент C2  – коэффициентом  ошибки от ускорения. 

В статических системах коэффициент C0 отличен от нуля. В систе-
мах с астатизмом первого порядка 00 C , 01 C . В системах с астатизмом 
второго порядка 010  CC , 02 C . 

Этот метод применим и для оценки точности системы при наличии 
возмущения f(t). 

Вычисление коэффициентов ошибки по приведенным формулам 
представляет собой непростую задачу, так как ПФ по ошибке слежения 
имеет сложное выражение. Поэтому учеными была проделана предвари-
тельная работа по нахождению первых четырех коэффициентов ошибки 
по ПФ разомкнутой системы и результаты сведены в таблицу. Приведем 
таблицу 7.2 для определения первых трех коэффициентов по ПФ разомк-
нутой системы. 

По ПФ ошибки от возмущения Tef могут быть вычислены коэффици-
енты ошибки от возмущения: 
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Эти коэффициенты позволяют определить установившееся значение 
ошибки от возмущения, если оно является достаточно медленно изме-
няющейся функцией времени: 
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Формулы для вычисления коэффициентов fiC  по ПФ системы для 

ошибки приведены в таблице 7.3. Эти формулы могут быть использованы 
как для вычисления 0fC , 1fC , ,2fC , так и для вычисления 0C , 1C , ,2C . 
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Таблица 7.2. Формулы для определения коэффициентов ошибки слежения по ПФ разомкнутой системы 

№ 
п/п 

Передаточная функция ра-
зомкнутой системы W 

Коэффициенты ошибки 
C0 C1 C2 
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Таблица 7.3. Формулы для определения коэффициентов ошибки по ПФ замкнутой системы для ошибки 

№ 
п/п 

Передаточная функция замк-
нутой системы для ошибки W 

Коэффициенты ошибки 
C0 C1 C2 

1 
 
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1
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1
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Примечание. В первых двух строчках таблицы приведены общие 
формулы для коэффициентов двух типов ПФ n- порядка, а в третьей и 
четвертой – формулы для коэффициентов ПФ третьего порядка 

Пример 7.3. Система управления транспортным средством на пред-
приятии содержит регулятор, объект и датчик. Заданы ПФ элементов 
структурной схемы, задающее воздействие g(t) и возмущение f(t): 
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  ttgtg 500  ;     ttftf 628,0sin5sin0  . 

Вычислить установившееся значение ошибки. 
Решение. Передаточная функция разомкнутой системы: 
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Применяя функцию minreal (минимальная реализация) в Matlab, 
можно получить ПФ с приведенным полиномом в знаменателе: 

 
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p
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4014

2000300
23 
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Система относится к типу 1, т.е. имеет астатизм первого порядка, 
поэтому при входном воздействии, изменяющемся с постоянной скоро-
стью g0, коэффициент ошибки по скорости имеет значение 
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а система будет обладать установившейся ошибкой по управлению 
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Далее воспользуемся для этой цели методом коэффициентов ошиб-
ки, для чего определим ПФ по ошибке слежения и найдем ее первую про-
изводную: 
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Коэффициенты ошибки: 
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Установившаяся ошибка воспроизведения задающего воздействия:  
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где 50
)(
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И, наконец, воспользуемся формулой поз.4 таблицы 7.2. Т.к. ПФ ра-
зомкнутой системы  
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то коэффициенты ПФ имеют значения: 

50k ;  010  ;  15,02  ; 025,00 b ;   35,01 b . 

Коэффициенты ошибки: 
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В данном случае третий коэффициент не понадобится. 
Теперь найдем составляющую ошибки по возмущению, для чего со-

ставим ПФ для ошибки от возмущения (после применения minreal): 
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Далее воспользуемся формулой поз.3 таблицы 7.3, в которой приво-
дится ПФ замкнутой системы для ошибки в виде: 

 
1

1
)(

2
2

1
3

0

2
2

1
3

0





papapa

pbpbpbk
pT e

ef . 

Коэффициенты этой ПФ имеют значения: 
3102 ek ;  010 bb ;  1,02b ; 3

0 105,0 a ;   3
1 107 a ;  17,02 a . 

Первые три коэффициента ошибки: 

    ;1014,017,01,0102;102 33
221

3
0
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      .1098,017,010717,01,0102 62332
212212

  aaabbkC ef  
Первая и вторая производные сигнала возмущения: 
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dt
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dt
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Установившееся значение ошибки от возмущения: 

  t
dt

tfdC

dt

tdf
CtfCte f

fff 628,0sin5102
)(
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10.уус  

  tt 628,0sin972,11098,0628,0cos14,31014,0 63  

tt 628,0cos1044,0628,0sin01,0 3 . 

Суммарное значение установившейся ошибки: 

tttetete fg 628,0cos1044,0628,0sin01,01)()()( 3 . 

7.4. Задание  

Система управления (рис. 7.3) содержит П-регулятор, динамическое 
звено c ПФ W(p) и интегратор. Задающее воздействие g(t) и возмущение 
f(t) изменяются по закону: 

  ttgtg 500  ;    ttftf 628,0sin5sin0  . 

Передаточная функция динамического звена задается преподавате-
лем. 
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Рис. 7.3. Схема астатической системы для домашнего задания 

Требуется: 
1. Определить критический коэффициент передачи системы и по-

добрать такое значение K, при котором запас устойчивости по модулю со-
ставлял бы 6,02 дБ; 

2. Вычислить установившееся значение ошибки. 
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8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСНОВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
СЛУЧАЙНОГО СИГНАЛА  

8.1. Общие сведения 

В данной работе определяются основные характеристики случайно-
го сигнала: математическое ожидание, дисперсия, корреляционная функ-
ция, спектральная плотность.  

Математическое ожидание my стационарного случайного процесса 
y(t), т.е. среднее по множеству его значение, можно определить как сред-
нее его значение по времени («гипотеза эргодичности»): 

 





T

T
T

y dtty
T

m
2

1
lim . (8.1) 

Поскольку на практике y(t) чаще всего представляется своими дис-
кретными отсчетами, математическое ожидание можно определить как 
среднее значение отсчета, рассчитанное на достаточно большом интервале 
времени. В Matlab эту задачу выполняет функция mean. 

Случайная функция, математическое ожидание которой равно нулю, 
называется центрированной. Соответственно, любую случайную функцию 
можно представить как сумму математического ожидания и центрирован-
ной случайной функции: 

)()( tymty o
y  , (8.2) 

где yo(t)  центрированная случайная функция.  
Поскольку мы рассматриваем только стационарные случайные про-

цессы, для которых my=const, можно считать, что любой случайный сиг-
нал содержит постоянную составляющую my и случайную составляющую 
yo(t).  

Дисперсия Dy случайной функции y(t)  это среднее значение квадра-
та ее отклонения от среднего значения, или, что то же самое, среднее зна-
чение квадрата центрированной случайной функции: 
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22

2

1
lim

2

1
lim . (8.3) 

Дисперсия является мерой отклонения случайной функции от ее 
среднего значения. 

Среднеквадратическое отклонение есть квадратный корень из дис-
персии: 

yy D . (8.4) 
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Эта величина удобна тем, что имеет ту же размерность, что и слу-
чайная функция. 

В Matlab среднеквадратическое отклонение вычисляется с помощью 
функции std. 

Корреляционная (автокорреляционная) функция Ry() случайного 
процесса  это среднее значение произведения двух значений случайной 
величины, сдвинутых на определенный промежуток времени : 

     



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T

T
T

y dttyty
T

R
2

1
lim . (8.5) 

Эта функция служит для количественной оценки зависимости между 
последующими во времени значениями случайного процесса, т.е. оцени-
вает быстроту изменения случайного процесса во времени. 

Корреляционная функция является четной функцией, т.е. 
Ry()=Ry() и имеет следующий общий вид (рис. 8.1). Максимальное зна-
чение корреляционной функции имеет место при =0, когда y(t+)=y(t), и 
равно среднему значению квадрата случайной функции: 

][)0( 2yMRy  . (8.6) 

Такому же значению будет равна корреляционная функция при всех 
значениях  для детерминированной постоянной во времени величины а: 

2)( aRa  . (8.7) 

Если случайная величина центрирована, то, согласно (8.1), макси-
мальное значение корреляционной функции рано дисперсии сигнала. 

 Ry() 

 

M[y
2
] 

[my]
2 

 
Рис. 8.1. Корреляционная функция 

Предельное значение корреляционной функции при   равно 
квадрату среднего значения: 

2)( yy mR  . (8.8) 
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Для центрированной случайной функции предельное значение равно 
нулю. 

В системе Matlab корреляционные функции вычисляются с помо-
щью функции xcorr из пакета Signal Processing Toolbox. 

Спектральная плотность Sy() случайного процесса y(t)  частотная 
функция, характеризующая спектральный (частотный) состав процесса. 
Она представляет собой функцию распределения средних значений квад-
ратов амплитуд гармоник, на которые может быть разложен случайный 
процесс. 

Спектральная плотность формально определяется как изображение 
Фурье корреляционной функции: 

 




  deRS j
yy )( . (8.9) 

Поскольку Ry()  четная функция, выражение удобно представить в 
тригонометрической форме: 

   
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
0

)cos(2)cos()( dRdRS yyy . (8.10) 

С помощью обратного преобразования Фурье можно выразить кор-
реляционную функцию через спектральную плотность: 

  




 


 deSR j
yy )(

2

1 , (8.11) 

или в тригонометрической форме, учитывая, что Sy()  четная функция 

  






0

)cos()(
1

dSR yy . (8.12) 

Спектральная плотность является четной функцией, т.е. 
Sy()=Sy(), ее вид подобен виду корреляционной функции. Соотноше-
ние между графиками спектральной плотности и корреляционной функ-
ции следующее: чем шире график корреляционной функции, тем уже гра-
фик спектральной плотности и наоборот. В предельном случае, когда про-
цесс детерминирован, y = a, 2)( aRy  , спектральная плотность равна ну-

лю всех частотах, кроме нулевой, и описывается следующим образом: 

)(2)( 2  aS y , (8.13) 

где ()  дельта-функция. 
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В другом предельном случае, когда y(t) является чисто случайным 
стационарным процессом и связь между последующими значениями y(t), 
совсем отсутствует,  

const)(  aS y ,  (t)aRa )( . (8.14) 

Такой случайный процесс называется белым шумом. На практике 
процесс в виде белого шума невозможен, так как он имеет бесконечный 
спектр, и, следовательно, бесконечную мощность. Однако реальные слу-
чайные процессы с конечным спектром часто можно приближенно пред-
ставить в виде белого шума, если рассматривается их действие на систе-
му, полоса пропускания которой значительно уже ширины спектра про-
цесса. Кроме того, приближенно реализованный белый шум можно ис-
пользовать для формирования случайных процессов с заданными характе-
ристиками, как это и делается в данной работе. 

Для центрированной случайной величины существует следующая 
связь между спектральной плотностью и дисперсией: 








0

)(
1

dSD oyy . (8.15) 

8.2. Формирование случайной последовательности 

Исходными данными являются последовательности значений слу-
чайного сигнала, сформированного преподавателем с помощью имитаци-
онной модели.  

Случайная последовательность формируется с помощью некоторой 
Simulink-модели, например, приведенной на рис. 8.2. 

 
Рис. 8.2. Simulink-модель для формирования случайной последовательно-

сти 

Случайный сигнал на входе системы имеет постоянную составляю-
щую, формируемую блоком «Constant» и центрированную случайную со-
ставляющую, формируемую блоком «Band Limited White Noise». Послед-
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ний моделирует работу генератора «белого шума» заданной мощности. 
Проходя через линейную систему, случайный сигнал приобретает задан-
ные характеристики, которые полностью определяются свойствами сис-
темы. В частности, его спектральная плотность равна 

    2AaS , (8.16) 

где A()  АЧХ системы. 
В блоке «Scope» выходной случайный сигнал сохраняется в рабочей 

области Matlab как переменная, в нашем случае имеющая имя rs (рис. 8.3).  

 
Рис. 8.3. Сохранение случайного сигнала в рабочей области 

Расчет должен проводиться методом-решателем с постоянным ша-
гом, например, ode5, причем шаг решателя должен быть равен параметру 
«Sample time» блока «Band Limited White Noise». Для того чтобы выход-
ной сигнал системы с достаточной степенью отражал ее свойства, необхо-
димо сделать: 

  шаг интегрирования достаточно малым, чтобы отразить поведение 
системы на всех частотах ее полосы пропускания;  

 расчетный промежуток времени достаточно большим, чтобы отра-
зить усредненные характеристики выходного сигнала. 

Для проверки «адекватности» полученной случайной последова-
тельности следует предпринять следующие шаги: 

1) извлечь массивы значений времени и выходного случайного сиг-
нала из массива rs и определить шаг дискретизации: 

t = rs(:,1); 
f = rs(:,2); 
dt = t(2)-t(1); 
2) определить математическое ожидание и выделить центрирован-

ную случайную величину: 
mf = mean(f); 
f0 = f  mf; 
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3) определить корреляционную (автокорреляционную) функцию 
Rf() с помощью функции xcorr (пакет Signal Processing Toolbox): 

max_tau =100; % область определения Rf(): 100    100  
max_lag = round(max_tau/dt); % макс. число отсчётов 
Rf = xcorr(f0,max_lag,'unbiased'); % расчет Rf() 
tr = [-max_lag :max_lag]*dt; % формирование оси абсцисс 
figure(1),plot(tr,Rf), grid %построение графика Rf() 
4) рассчитать спектральную плотность Sf() по формуле (8.10), за-

менив интеграл суммой:  
w = 0:.01:1.5; 
ws = length(w); 
Sf = zeros(ws,1); 
for j=1:ws 
  for i=1:size(Rf) 
      Sf(j) = Sf(j)+ Rf(i)*cos(w(j)*tr(i))*dt; 
  end 
end 
5) рассчитать АЧХ системы с помощью методов пакета Control: 
W1 = tf(.1,[1 1]);  
W2 = tf(1,[.5 1]);  
W3 = tf(1,[1 0]); 
W = feedback(W1*W2*W3,1); 
[A,ph] = bode(W,w); A = A(:); 

6)  построить на одних осях графики функции Sf(), рассчитанной по 
случайной последовательности и по формуле (8.16) 

a = .1; % мощность белого шума Pбш 
Sf1 = a*A.*A; % спектральная плотность по (5.16) 
figure(2), plot(w,Sf,w,Sf1), grid 
7) определить дисперсию и среднеквадратическое отклонение вы-

ходного сигнала по случайной последовательности и через полученную 
спектральную плотность согласно (8.15):  

d = std(f) % среднеквадр. отклонение по сл. послед. 
D = d^2  % дисперсия 
D1 = 1/pi*trapz(w,Sf) % дисперсия по спектр. плотности 
d1 = sqrt(D1) % среднеквадратическое отклонение 
Ниже показаны результаты расчетов для системы, приведенной на 

рис. 8.2 при следующих параметрах: 
– мощность белого шума: a = 0,1; 
– шаг интегрирования: dt = 1; 
– расчетный интервал: t = 0… 500000; 
– область определения R():  100    100; 
– область определения S():  = 0…1,5; 
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Рис. 8.4. Корреляционная функция Rf() (величина f центрирована)  

 
Рис. 8.5. Спектральные плотности, определенные теоретически (жирн.) и 

по выходной случайной последовательности (тонк.) 

Дисперсия выходного сигнала, определенная по случайной последо-
вательности: 0.0052332. 

Дисперсия выходного сигнала, определенная по спектральной плот-
ности: 0.0052201. 
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8.3. Задание 

Преподаватель заранее формирует случайные последовательности с 
заданными характеристиками и в начале занятия выдает их студентам в 
виде mat-фалов Matlab. По данной последовательности студенты само-
стоятельно определяют математическое ожидание и дисперсию случайно-
го сигнала, рассчитывают корреляционную функцию и спектральную 
плотность и строят соответствующие графики. Правильность расчета про-
веряется путем сравнения значений дисперсии, определенных непосредст-
венно по выборке и через спектральную плотность. Кроме того, поскольку 
рассчитывается дисперсия центрированной случайной величины, ее зна-
чение должно совпадать с максимальным значением корреляционной 
функции.   
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9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОЧНОСТИ САР ПРИ СЛУЧАЙНОМ 
ВХОДНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

9.1. Случайные воздействия и точность СУ 

Математическое ожидание сигнала на выходе системы при случай-
ном воздействии находится следующим образом: 

fy mWm )0( , (9.1) 

где mf  математическое ожидание случайного входного сигнала, W(0)  
коэффициент передачи системы. 

Корреляционная функция выходного сигнала получается двукрат-
ным взятием интеграла Дюамеля (интеграла свертки) от корреляционной 
функции входного воздействия: 
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где Rf()  корреляционная функция входного сигнала, ()  весовая 
функция системы, x()  вспомогательная (промежуточная) функция. 

Спектральная плотность выходного случайного сигнала может быть 
найдена по корреляционной функции: 

   





0

)cos(2)cos()( dRdRS yyy , (9.3) 

или через спектральную плотность входного воздействия и АЧХ системы: 

      2ASS fy , (9.4) 

Поскольку характеристики Rf() и Sf() были получены для центри-
рованной случайной входной последовательности, характеристики  Ry() и 
Sy() относятся к центрированной случайной выходной последовательно-
сти. Поэтому дисперсию можно определить через спектральную плот-
ность: 








0

)(
1

dSD yy . (9.5) 

Пример 9.1. 
На систему, структурная схема которой показана на рис. 9.1, подает-

ся случайный сигнал f. 
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Рис. 9.1. Структурная схема САР 

Известны характеристики сигнала: математическое ожидание, кор-
реляционная функция и спектральная плотность. Они получены в резуль-
тате выполнения предыдущего практического задания и сохранены в пе-
ременных: 

mf - мат. ожидание входного воздействия; 
Rf - корреляционная функция входного воздействия; 
tr - область определения Rf; 
dt - шаг по времени; 
Sf -  спектральная плотность входного воздействия; 
w - область определения Sf; 
Требуется определить характеристики выходного сигнала у. 
1) Определим передаточную функцию системы по возмущению, ве-

совую функцию и АЧХ 
W1 = tf(.1,[1 1]);  
W2 = tf(1,[.5 1]);  
W3 = tf(1,[1 0]); 
W = feedback(W2*W3,W1); % ПФ системы по возмущению 
t = 0:dt:100; 
ww = impulse(W,t); % весовая функция системы 
[A,ph] = bode(W,w); A = A(:); % АЧХ системы 
2) Определим математическое ожидание выходного сигнала 
k = dcgain(W); % коэффициент передачи системы по воз-
мущению 
my = mf*k 
3) Найдем корреляционную функцию выходного сигнала, численно 

решив  интегральные уравнения (9.2) 
n = length(Rf); 
m = length(ww); 
x = zeros(n,1); % вспомогательная величина 
Ry = zeros(n,1); 
 
% Нахождение x(): 
for  j = 1:n % цикл по  
  for i=1:m  % цикл по 1 
      if (j+i) < n    % участвуют только реальные данные 
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          x(j) = x(j)+ ww(i)*Rf(j+i)*dt; 
      end 
  end 
end 
% Нахождение Ry(): 
 
for  j = 1:n  % цикл по  
  for i=1:m   % цикл по 2 
      if (j-i) >0   % участвуют только реальные данные 
           Ry(j) = Ry(j)+ ww(i)*x(j-i)*dt; 
      end  
  end 
end 
figure(1), plot(tr,Ry), grid  % график Ry() 
4) Найдем спектральную плотность выходного сигнала через Ry(), 

численно решив интеграл (9.3):  
Sy = zeros(1,ws); 
for j=1:ws 
  for i=1:size(Ry) 
      Sy(j) = Sy(j)+ Ry(i)*cos(w(j)*tr(i))*dt; 
  end 
end 
5) Для проверки найдем спектральную плотность выходного сигнала 

через Sf() и A() и построим графики: 
Sy1 = Sf.*A.*A;  
figure(2), plot(w,Sy,w, Sy1), grid 
6) Определим дисперсию и среднеквадратическое отклонение вы-

ходного сигнала  
Dy = 1/pi*trapz(w,Sy)  
dy = sqrt(Dy) 
Результаты вычислений показаны на рис. 9.2 и рис. 9.3. 
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Рис. 9.2. Корреляционная функция Ry() (величина y центрирована)  

 

Рис. 9.3. Спектральные плотности Sy(), определенные через АЧХ систе-
мы (жирн.) и по корреляционной функции (тонк.) 

Математическое ожидание выходного сигнала  
my=19.999. 
Дисперсия выходного сигнала 
Dy=0.2906. 
Среднеквадратическое отклонение 
dy=0.5391. 

9.2. Задание 

Исходными данными к выполнению работы являются характеристи-
ки случайного воздействия, полученные при выполнении задания №8 и 
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структурная схема системы, включающая место приложения возмущения 
и параметры всех звеньев.   

Студенты самостоятельно определяют математическое ожидание и 
дисперсию случайного сигнала на выходе системы, рассчитывают корре-
ляционную функцию и спектральную плотность и строят соответствую-
щие графики. Правильность расчета проверяется путем сравнения графи-
ков спектральной плотности выходного сигнала, рассчитанных по корре-
ляционной функции и через АЧХ системы.  

9.3. Выполнение задания 

При выполнении работы требуется построить модель системы, за-
данной преподавателем, в Simulink и исследовать реакцию системы на 
случайное возмущение, сформированное преподавателем на занятии №8 в 
виде числовой последовательности с постоянным шагом. Последователь-
ность сохраняется в переменной   двумерном массиве, состоящем  из 
двух столбцов. Первый столбец содержит отчеты времени, второй  зна-
чения случайного сигнала. Массив сохраняется в mat-файле. Для его за-
грузки в рабочую область Matlab необходимо использовать команду load. 

Для «подсоединения» случайного сигнала к Simulink-модели систе-
мы применяется блок «From Workspace» из раздела «Sources» (источники 
сигналов). 

Можно также непосредственно считывать случайное воздействие из 
mat-файла в Simulink-модель (не загружая его содержимое в рабочую об-
ласть Matlab), используя блок «From File». При этом mat-файл должен со-
держать  матрицу, первая строка которой содержит отчеты по времени, 
вторая  значения случайного воздействия. При этом, естественно, требу-
ется предварительное преобразование формата mat-файла. 

При расчете реакции системы на случайное воздействие необходимо 
использовать метод с постоянным шагом, причем шаг интегрирования 
должен быть равен шагу изменения случайного воздействия, а время рас-
чета  максимальному значению  отчета времени воздействия.   

Требуется: 
1) построить Simulink-модель системы, подать на ее вход (в точке, 

указанной преподавателем перед выполнением лабораторной работы) 
случайное воздействие, сформированное и выданное преподавателем по-
сле выполнения практического занятия №8 в виде mat-файла; 

2) провести имитационное моделирование и получить реакцию сис-
темы на случайное воздействие. Сохранить реакцию системы в рабочей 
области Matlab (см. указания к практическому занятию №8); 

3) обработать результаты эксперимента,  получив значения матема-
тического ожидания, графиков корреляционной функции и спектральной 
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плотности, а также значения дисперсии выходного сигнала по методике, 
предложенной в примере 8.1. 

4) сравнить полученные результаты с результатами теоретических 
расчетов выполненных при подготовке к практической работе. В случае 
положительного результата составить отчет о выполнении работы №8. 

Исходные данные 
1) mat-файл, содержащий случайную последовательность для вход-

ного случайного сигнала, сформированный и выданный преподавателем 
перед выполнением занятия; 

2) структурная схема системы регулирования с указанием переда-
точных функций звеньев и места приложения случайного воздействия, 
выданная преподавателем после выполнения практического занятия №8. 

9.4. Контрольные вопросы к заданиям №8 и №9 

1. Дать определение математического ожидания случайной величи-
ны. 

2. Дать определение дисперсии и среднеквадратического отклонения 
случайной величины. 

3. Пояснить сущность гипотезы эргодичности. 
4. Дать определение корреляционной функции. Указать предельные 

значения корреляционной функции.  
5. Дать определение спектральной плотности. Указать предельные 

значения спектральной плотности. 
6. Привести формулы для определения корреляционной функции 

выходного сигнала линейной системы по корреляционной функции слу-
чайного входного воздействия. 

7. Привести формулы для определения спектральной плотности вы-
ходного сигнала линейной системы по спектральной плотности случайно-
го входного воздействия. 

8. Пояснить метод приближенного численного определения корре-
ляционной функции по случайной последовательности. 

9. Пояснить метод приближенного численного определения спек-
тральной плотности по корреляционной функции. 

10. Привести формулы для определения дисперсии сигнала по слу-
чайной последовательности, корреляционной функции и спектральной 
плотности центрированной случайной величины. 
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10.  КАЧЕСТВО ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В САР 

10.1. Понятие качества переходных процессов САР 

Любая САР должна быть устойчивой, т.е. переходные процессы в 
ней, возникшие по тем или иным причинам, должны со временем зату-
хать.  

Качество переходных процессов связано с характером их протекания 
 длительностью и колебательностью. Переходные процессы в линейной 
системе описываются функциями времени, которые являются решениями 
неоднородных линейных дифференциальных уравнений и в общем случае 
имеют вид: 


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iвын

ieCtyty
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)()( , (10.1) 

где yвын(t)  вынужденная составляющая движения выходной величины, 
определяемая в основном  внешним воздействием; Сi  постоянные интег-
рирования, зависящие от начальных условий; pi  корни характеристиче-
ского полинома системы; n  порядок системы. 

Таким образом, вид переходного процесса зависит от внешнего воз-
действия, начального состояния и свойств системы. Очевидно, что первые 
два фактора никак не связаны с качеством самой системы, поэтому их 
влияние на оценку качества должно быть устранено, или, как минимум, 
ослаблено. С этой целью для непосредственной оценки используются 
«простые» входные воздействия, а начальные условия выбираются нуле-
выми.  Обычно качество переходных процессов оценивают по переходной 
характеристике системы  ее реакции на единичное ступенчатое воздейст-
вие при нулевых начальных условиях.  

10.2. Основные показатели качества переходных процессов 

К основным показателям качества относятся: время переходного 
процесса, максимальное отклонение, перерегулирование и колебатель-
ность. Все они непосредственно определяются по переходной характери-
стике системы (рис. 10.1) и поэтому называются прямыми показателями 
качества переходных процессов. 

Время переходного процесса tп характеризует быстродействие сис-
темы и определяется как интервал времени от начала переходного  про-
цесса  до  момента, когда отклонение выходной величины от ее нового ус-
тановившегося значения становится меньше определенной малой величи-
ны . В качестве последней часто используется 5% от установившегося 
(либо номинального, среднего и т.д.) значения выходной величины. На 
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практике  может быть принята равной, например, максимальной абсо-
лютной погрешности или пределу чувствительности измерительного пре-
образователя. 
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Рис. 10.1. Переходные характеристики системы по заданию (а) и 

возмущению (б). 

Максимальное отклонение определяется для переходной характери-
стики системы по возмущению и равно максимальному за время переход-
ного процесса значению выходной величины. На рис. 10.1б для процессов 
y1(t) и y2(t) максимальное отклонение обозначено соответственно как y1max1 
и y2max. 

Перерегулирование определяется для переходных характеристик по 
задающему воздействию. Оно равно отношению максимального отклоне-
ния выходной величины от установившегося значения к самому устано-
вившемуся значению. Обычно перерегулирование выражают в процентах: 

%100max

уст

уст

у

yy 
 . (10.2) 

Для процесса y1(t) (рис. 10.1а) 1max,1max yy  . 

Для  апериодических  (неколебательных)  процессов (y2(t) на рис. 10.1а) 
перерегулирование равно нулю. Часто о таких процессах говорят как о 
процессах без перерегулирования. 

Колебательность характеризует скорость затухания колебаний пере-
ходного процесса. Обычно колебательность определяют числом колеба-
ний, равным числу минимумов кривой переходного процесса за время tп. 
Иногда колебательность оценивают через отношение двух соседних мак-
симальных отклонений кривой от установившегося значения, которое ли-
бо выражают в процентах и называют декрементом затухания: 
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либо используют для вычисления так называемый логарифмический декремент 
затухания системы 
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Пример 10.1.  Заданы ПФ регулятора и объекта: 
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Определить прямые показатели качества САР с единичной ООС. 
Решение. 
ПФ разомкнутой системы: 
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ПФ замкнутой системы: 
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Операторное изображение переходной характеристики: 
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Установившееся значение (steady state) переходной характеристики 
найдем по теореме о конечном значении оригинала: 
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Для определения времени переходного процесса примем %5  (в 

Matlab по умолчанию принято %2 , и это значение можно изменять). 
Тогда минимальное и максимальное значения трубки допуска будут иметь 
значения: 
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Переходная характеристика САР приведена на рис. 10.2: 
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Рис. 10.2. Переходная характеристика САР 

Проводим на ПХ две линии на уровнях 872,01 h  и 963,01 h  и на-
ходим точку, в которой ПХ входит в трубку и не выходит из нее в даль-
нейшем. Это позволяет определить время переходного процесса: 

15,2п t  с. 

Находим также время первого максимума ПХ, ее максимальное зна-
чение и перерегулирование: 

69,0mt  с; 27,1mh ; %.38100
92,0

92,027,1
100% 





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hh
 

10.3. Косвенные показатели  

Если прямые показатели качества, рассмотренные выше, использу-
ются в основном при анализе САР, косвенные показатели в большинстве 
случаев являются средством синтеза. В частности, к ним относятся инте-
гральные, корневые и частотные.  
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10.3.1. Интегральные показатели 

Интегральные оценки качества позволяют охарактеризовать одним 
числом отклонение регулируемой величины от установившегося значения 
в переходном процессе и продолжительность этого процесса. 

При монотонном переходном процессе можно применять линейную 
интегральную оценку 


п

0

,)(
t

dtteJ  

которая численно равна площади, ограниченной кривой отклонения 
(ошибки).  

Очевидно, эта площадь не может служить оценкой колебательного 
процесса, так как отклонение e(t) в данном случае меняет знак. 

Практическую ценность представляют интеграл от модуля ошибки  


п

0

;)(
t

dtteJ
 

и интеграл от квадрата ошибки: 

 .)(
п

0

2
t

dtteJ  

Для уменьшения вклада начального отклонения в интегральные 
оценки, предложены следующие оценки: 

– интеграл от взвешенного модуля ошибки  


п

0

;)(
t

dttetJ  

– интеграл от взвешенного квадрата ошибки  


п

0

2 .)(
t

dttteJ  

Значения квадратичной интегральной оценки, соответствующей не-
которым видам изображения H(p) переходной характеристики, приведены 
в таблице 10.1. 
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Таблица 10.1. Квадратичные интегральные оценки 

№ Изображение H(p) (hу=h()) Квадратичная интегральная оценка 

.)(
п

0

2
t

dtteJ  

1  
ppapa

pbhy

)1(

1

1
2

0
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
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))2((
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2 
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2
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1
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2
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
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

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
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
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
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2
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2

2

)(
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4 

1

)1(

2
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1
3

0

2
2

1





papapa

pbpbhy  
 

)(2

)2(

0210

2
121

2
2010

2

aaaa
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


 

 
Пусть изображение ПХ имеет вид (пример 6.1): 

 
 








 








1

218
49

218
12

218
1

11,0
218
200

2184912

20020
)(

23
23

pppp

p

pppp

p
pH  

 
 .1

1

2
2

1
3

0

2
2

1






papapap

pbpbhу  

Коэффициенты полиномов числителя и знаменателя: 

.
218

49
;

218

12
;

218

1
;1,0;0;9174,0

218

200
21021  aaabbhу  

Квадратичная интегральная ошибка: 

 
  












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2
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2
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hI у  

.204,01,0
2
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1
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2

1,0
218
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9174,0

2

2 


























 







 

  

Методы расчета оптимальных настроек регуляторов на минимум ин-
теграла квадрата ошибки получили название  методов расчета на мини-
мальный интегральный критерий. 
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10.3.2. Корневые показатели 

Корневые показатели основаны на оценке качества переходных про-
цессов по значениям полюсов и нулей передаточной функции системы. 
Основными из них являются степень устойчивости и корневой показа-
тель колебательности. 

Степень устойчивости  определяется минимальной по модулю ве-
щественной частью полюса среди всех полюсов передаточной функции 
системы:  

imin , i =1…n, (10.4) 

где n  порядок знаменателя передаточной функции. 
Согласно (10.1) полюс либо пара комплексно-сопряженных полю-

сов, имеющих вещественную часть, равную , соответствуют самой дли-
тельной свободной составляющей переходной характеристики, поэтому 
степень устойчивости показывает быстродействие системы. Зная , можно 
оценить время переходного процесса: 




3
пt . (10.5) 

Существует возможность использовать степень устойчивости как 
показатель, на который настраиваются параметры регулятора при синтезе 
системы. Однако следует отметить, что настройка системы на требуемое 
быстродействие, без учета других показателей, обычно приводит к тому, 
что синтезированная система обладает слишком большой колебательно-
стью. 

Корневым показателем колебательности m называется минимальное 
по модулю среди всех пар комплексно-сопряженных корней характери-
стического полинома замкнутой системы отношение действительной час-
ти корня к мнимой: 

i

im



 min ,  i =1…k, (10.6) 

где k  число пар комплексно-сопряженных корней характеристического 
полинома замкнутой системы.  

Расположение корней на комплексной плоскости иллюстрируется 
рис. 10.3. Легко показать, что если система обладает показателем колеба-
тельности m, то одна пара корней ее характеристического полинома лежит 
на лучах АО и ОВ, проведенных из начала координат под углом arctg m к 
мнимой оси, а все остальные корни  внутри сектора АОВ.  
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Рис. 10.3. Расположение корней на комплексной плоскости 

Корневой показатель колебательности служит оценкой колебатель-
ности переходной характеристики системы. Эта характеристика, как из-
вестно, формируется в виде суммы элементарных составляющих: аперио-
дических, соответствующих вещественным корням характеристического 
полинома, и гармонических, соответствующих комплексно-сопряженным 
парам корней.  

Рассмотрим элементарную гармоническую составляющую 

)sin( ii
t

ii teCh i   , (10.7) 

где i, i  вещественная и мнимая части корней пары –i  ji; Сi   по-
стоянная интегрирования; i  фазовый сдвиг составляющей. 

Определим колебательность (декремент затухания) данной состав-
ляющей как отношение двух соседних ее максимумов (рис. 10.4): 

ii

i

ii

ii

i
m

t
i

t
i

i

i eee
eC

eC

h

h 







 2

2

)(
2max,

1max, , (10.8) 

где 
i

i 



2

  период затухающих колебаний, а  
i

i
im




   показатель колеба-

тельности  составляющей.  
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hi 
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Рис. 10.4. К определению корневого показателя колебательности 

Таким образом, чем больше mi, тем быстрее затухает данная состав-
ляющая характеристики. При этом минимальное значение mi среди всех 
гармонических составляющих может служить оценкой колебательности 
всей переходной характеристики, так как соответствует наиболее медлен-
но затухающей составляющей. 

Значение m обычно задается в пределах 0,25...0,4. 
Метод расчета регуляторов на заданное значение корневого показа-

теля колебательности широко применяется на практике. 
Пример 10.2.  Определение корневых показателей САР. 
Построим для наглядности полюсно-нулевую диаграмму системы: 
clc, clf 
disp ('ПФ разомкнутой системы в виде нулей и 
полюсов') 
Z=zpk(-10,[-2 -1 -9],20,'Variable','p')  
% disp ('ПФ разомкнутой системы в виде полиномов') 
% W=tf(Z) 
disp ('ПФ замкнутой системы') 
T=feedback(Z,1) 
disp ('Полюса и нули замкнутой системы') 
P=pole(T), Z=zero(T) 
pzmap(T) % полюсно нулевая диграмма 
>> 
ПФ разомкнутой системы в виде нулей и полюсов 
    20 (p+10) 
----------------- 
(p+2) (p+1) (p+9) 
 ПФ замкнутой системы 
           20 (p+10) 
-------------------------------- 
(p+9.251) (p^2 + 2.749p + 23.57) 
Полюса и нули замкнутой системы 
P = 
  -1.3747 + 4.6558i 
  -1.3747 - 4.6558i 
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  -9.2506           
Z =  -10.0000 
Пара ближайших к мнимой оси корней соответствует составляющей 

переходного процесса с коэффициентом затухания и частотой колебаний: 

;3747,1 1
2

 c      .6558,4 1
2

 c  

Корневые показатели качества рассматриваемой системы: 

– степень устойчивости 

;3747,1 1
2

 c  

– показатель колебательности 

.295,0
6558,4

3747,1

2

2 



m  

 
Рис. 10.5. Полюсно-нулевая диаграмма 

Оценим время переходного процесса: 

.18,2
3747,1

33
сtп 


  

Для оценки колебательности определим: 
– декремент затухания 

38,6295,022   ee m ; 
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– логарифмический декремент затухания 

.85,138,6lnln сd  

Для вычисления степени устойчивости η можно использовать сле-
дующий метод. В характеристическое уравнение подставляют p = q  . 
Тем самым система координат корней смещается, и вещественный корень 
или пара комплексно-сопряженных корней попадают на мнимую ось. САР 
находится на границе устойчивости, и для вычисления η можно приме-
нить алгебраические критерии устойчивости. Применим этот метод к ха-
рактеристическому уравнению рассмотренного выше примера: 

.02184912 23  ppp  
Производим подстановку: 

      .02184912 23  qqq  

В результате получим  

    .0218491249243312 23223  qqq  

Далее применим критерий Гурвица. Система третьего порядка ус-
тойчива, если произведение внутренних коэффициентов больше произве-
дения наружных ( 3012 aaaa  ); если эти произведения равны ( 3012 aaaa  ), 
то система находится на границе устойчивости: 

13 a ;   3122a ;  49243 2
1 a ; 

2184912 23
0 a ; 

   218491249243312 232  . 

или 

.0370386968 23   

Корни уравнения: 
Px=[8 -96 386 -370]; 
Rz=roots(Px) 
Rz = 
   5.3126 + 2.3279i 
   5.3126 - 2.3279i 
   1.3747           
В качестве решения подходит только вещественный положительный 

корень, т.е. η = 1,3747. То же значение степени устойчивости получено 
другим способом. 
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Этот же прием можно использовать в задачах синтеза. В этом случае  
степень устойчивости задана, необходимо определить какой-либо пара-
метр системы, например, коэффициент передачи. 

Пример 10.3. Заданы ПФ регулятора и объекта: 

;
9

)(ег 

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k
pW рег
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10p
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
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pWоб
    

Определить коэффициент передачи регулятора, который обеспечи-
вал бы значение η = 1,45  системы с единичной ООС. 

Решение. 
ПФ разомкнутой системы: 

 
   .9p12

10p
)()()(




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k
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ПФ замкнутой системы: 

 
   .10182912

10p

)(1

)(
)(

23
регрег

рег

kpkpp

k

pW

pW
pT







  

Характеристическое уравнение системы: 

    .010182912 23  регрег kpkpp  

Подставив p = q  , получим: 

         .010182912 23  регрег kqkqq  

или 

   
    .010182912                                     

29243312

2

3223





регрег

рег

kk

qkqq
 

Подставив η = 1,45, получим уравнение 

  .0869,155,85075,065,7 23  регрег kqkqq  

Применяя критерий Гурвица, получим: .39,6регk  

10.3.3. Частотные показатели 

Частотные показатели качества переходных процессов позволяют 
судить о качестве по частотным характеристикам САР. При этом могут 
использоваться различные характеристики как замкнутых, так и разомк-
нутых систем. 
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Для минимально-фазовых систем качество переходных процессов 
может быть оценено по АЧХ замкнутой системы. Как известно, для таких 
систем АЧХ и ФЧХ однозначно связаны, и поэтому все свойства системы 
можно определить по одной амплитудной характеристике. Колебатель-
ность системы определяется по частотному показателю колебательно-
сти.   

Частотный показатель колебательности есть отношение максималь-
ного значения амплитудно-частотной характеристики замкнутой системы 
к значению этой характеристики при нулевой частоте:  

   
)0()0( зам

реззам

зам

реззам

W

W

A

A
M





 , (10.9) 

где  рез  резонансная частота, при которой и наблюдается максимум 
АЧХ системы (рис. 10.6). 

 Aзам( ) 

  0  рез 

Aзам(0) 

Aзам( рез) 

 
Рис. 10.6. К определению частотного показателя колебательности 

Частотный показатель колебательности косвенно оценивает колеба-
тельность системы. Чем больше М, тем более колебательной является ее 
переходная характеристика. При M = 1 колебания в системе отсутствуют. 
При M   в системе присутствуют незатухающие колебания с частотой 
рез. Оптимальным обычно считается М=1,1…1,5.  

Существует методика расчета регуляторов на заданный частотный 
показатель колебательности. 

Длительность переходного процесса определяется шириной Азам(). 
При этом наблюдается обратная зависимость: чем «шире» частотная ха-
рактеристика системы, тем «короче» ее переходная характеристика, т.е. 
тем меньше tп. В первом приближении время переходного процесса может 
быть оценено по резонансной частоте р. Так как частота колебаний пере-
ходной характеристики равна примерно р, то время достижения первого 
максимума переходной характеристики близко половине периода колеба-
ний этой частоты: 
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р
1 

maxt . (10.10) 

 Если предположить, что переходная характеристика в течение tп 
имеет 12 колебания, то: 

р
п

2
)2..1(

t . (10.11) 

Качество переходных процессов может быть также определено по 
частотным характеристикам разомкнутых систем.  

В первом приближении длительность и колебательность переходной 
характеристики могут быть оценены по частоте среза и величинам запасов 
устойчивости по фазе и по амплитуде. При этом в случае колебательной 
переходной характеристики резонансная частота р АЧХ замкнутой сис-
темы близка к частоте среза с, и значения tmax1 и tп могут быть определе-
ны по формулам (10.10) и (10.11) при подстановке в них р  с. В случае 
неколебательной переходной характеристики: 

c
пt 


 . (10.12) 

Колебательность системы, как уже отмечалось, считается приемле-
мой, если запас по фазе не менее 30, а по амплитуде не менее 0,5 (что со-
ответствует 6 дБ по ЛАЧХ).  

Пример 10.4. Определение частотного показателя колебательности 
САР. 

Передаточная функция замкнутой системы: 
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Амплитудно-частотная характеристика 

 
 

.
49)12218(

20200
)(

22222

22




A  

Максимум АЧХ соответствует минимуму знаменателя, т.к. степень 
знаменателя выше степени числителя: 

    min47524283146 4912218)( 24622222 f  
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Условие минимума: 

056621846
)( 35 


f

. 

Поскольку максимум АЧХ ищется на частотах, больших нуля, его 
условием будет 

056621846 24  . 

Находим корни уравнения в Matlab: 
   R=roots([6 0 184 0 -5662]) 
 >>R =   -0.0000 + 7.0475i 
    -0.0000 - 7.0475i 

-4.3589           
4.3589                  

Таким образом, резонансная частота имеет значение: 
рад/с.,364рез  При этом модуль АЧХ имеет следующее значение: 
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Процедуру расчёта максимального значения АЧХ и резонансной 
частоты можно выполнить с помощью следующей программы: 

clc, clf 
syms s w 
% ПФ замкнутой системы 
T=(20*s+200)/(s^3+12*s^2+49*s+218); 
% Вывод формулы в естественном виде 
pretty(T) 
% Подстановка jw вместо s 
T_jw=subs(T,s,j*w); 
pretty(T_jw) 
% АЧХ замкнутой САР в аналитическом виде 
A_w=abs(T_jw); 
pretty(A_w) 
wi=0:0.01:10; % вектор частот 
% АЧХ замкнутой САР в численном виде 
A=subs(A_w,w,wi); 
plot(wi,A),grid % график АЧХ 
% Максимальное значение и номер частоты 
[Am im]=max(A) 
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% Резонансная частота 
wm=im*(wi(2)-wi(1)) 
>> Am = 1.6660 
   im = 445 
   wm = 4.4500 

При нулевой частоте .9174,0
218

200
)0( A

 Следовательно, частотный показатель колебательности имеет значе-
ние:   

 
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
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10.4. Задание  

Система управления с единичной обратной связью состоит из про-
порционального регулятора и объекта, ПФ которого представляет собой 
последовательное соединение апериодического и колебательного звеньев 
задания для занятия № 1.  

1. Определить основные показатели качества графоаналитическим 
методом по переходной характеристике замкнутой СУ, при K = 1. 

2. Рассчитать косвенные показатели качества системы:  
– степень устойчивости (с помощью полюсно-нулевой диаграммы и 

путем подстановки в характеристический полином p = q  );  
– корневой показатель колебательности; 
– частотный показатель колебательности; 
– интеграл квадрата ошибки. 
3. Найти значение K регулятора, при котором степень устойчивости 

увеличится в 2 раза по сравнению с таковой для K = 1. 
 

10.5. Контрольные вопросы 

1. Какие прямые показатели качества Вам известны? 
2. Какие косвенные показатели используются при анализе и синтезе 

САУ? Как они связаны с основными? 
3.Какие из интегральных критериев качества регулирования нашли 

наибольшее применение? 
4. Как оценить переходный процесс по частотным характеристикам? 
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